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Rappel du cours 
Soit f une fonction Cn au voisinae de x0.
Alors f admet un dévelopement limité d′odre n au point x0 donné par ∶

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0 + 𝑥 − 𝑥0 𝑓
′ 𝑥0 +

𝑥−𝑥0
2

2!
𝑓′′ 𝑥0 + …+

𝑥−𝑥0
𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛) 𝑥0 +𝑜 𝑥 − 𝑥0

𝑛

𝑓 𝑥 =  

𝑘=0

𝑛
𝑥 − 𝑥0

𝑘

𝑘!
𝑓 𝑘 𝑥0 + 𝑜 𝑥 − 𝑥0

𝑛

𝑜 𝑥 − 𝑥0
𝑛 = 𝑥 − 𝑥0

𝑛𝜀 𝑥 𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥→𝑥0
𝜀 𝑥 = 0
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Exercice 1
𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑓 ∶ ℝ → ℝ,   𝑥 ↦ 𝑓 𝑥 = 3𝑥𝑒2𝑥+1

Ecrire la formule de développement limité à l’ordre 2 de la fonction 𝑓 au 
voisinage du point 𝑥∗ = 1. 

𝑓 𝑥 = 𝑓 1 + 𝑥 − 1 𝑓′ 1 +
𝑥−1 2

2!
𝑓′′ 1 + 𝑥 − 1 2𝜀 𝑥 ; 𝑎𝑣𝑒𝑐 lim

𝑥→1
𝜀 𝑥 = 0

𝑓 𝑥 = 3𝑥𝑒2𝑥+1 et     𝑓 1 = 3𝑒3

𝑓′ 𝑥 = 3𝑒2𝑥+1 + 6𝑥𝑒2𝑥+1 et    𝑓′ 1 = 3𝑒3+6𝑒3 = 9𝑒3

𝑓′′ 𝑥 = 6𝑒2𝑥+1 + 6𝑒2𝑥+1 + 12𝑥𝑒2𝑥+1 = 12 𝑥 + 1 𝑒2𝑥+1 et 𝑓′′ 1 =24𝑒3

𝑓 𝑥 = 3𝑒3 + 9𝑒3 𝑥 − 1 +
24𝑒3 𝑥 − 1 2

2
+ 𝑥 − 1 2𝜀 𝑥 ; 𝑎𝑣𝑒𝑐 lim

𝑥→1
𝜀 𝑥 = 0
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Rappel du cours
𝑓:ℝ𝑛 → ℝ; 𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ↦ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  
𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝐶2 au voisinage de 𝑥∗ = 𝑥1

∗, … , 𝑥𝑛
∗

La formule du développement d’ordre 2 de 𝑓 au voisinage de 𝑥∗ est :

𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥∗)

+  𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖

∗ 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗

+
1

2
 𝑖,𝑗=1
𝑛 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖

∗ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗
∗ 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛

∗

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

∗ 2𝜀 𝑥1 − 𝑥1
∗, … , 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

∗

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,…,𝑥𝑛 → 𝑥1

∗ ,…,𝑥𝑛
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, … , 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛
∗ = 0
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Exercice 2
𝑓 ∶ ℝ × −1,+∞ ; 𝑥1, 𝑥2 ↦ 𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑒

𝑥1𝑙𝑛 1 + 𝑥2
Développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0,0
𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑒

𝑥1𝑙𝑛 1 + 𝑥2 et  𝑓 0, 0 = 0

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑥1, 𝑥2 = 𝑒

𝑥1𝑙𝑛 1 + 𝑥2 et   
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
0, 0 = 0

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝑥1, 𝑥2 =

𝑒𝑥1

1+𝑥2
et        

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
0, 0 = 1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 𝑥1, 𝑥2 = 𝑒

𝑥1𝑙𝑛 1 + 𝑥2 et    
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 0, 0 = 0

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
2 𝑥1, 𝑥2 =

−𝑒𝑥1

1+𝑥2
2 et    

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
2 0, 0 = −1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
𝑥1, 𝑥2 =

𝑒𝑥1

1+𝑥2
=
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑥1, 𝑥2 et  

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
0, 0 = 1
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𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥1
∗, 𝑥1
∗)

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗ 𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑥1
∗, 𝑥1
∗ + 𝑥1 − 𝑥2

∗ 𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝑥1
∗, 𝑥2
∗

+
𝑥1−𝑥1

∗ 2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ + 𝑥1 − 𝑥1

∗ 𝑥2 − 𝑥2
∗ 𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
𝑥1
∗, 𝑥2
∗ +
𝑥2−𝑥2

∗ 2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
2 𝑥1
∗, 𝑥2
∗

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗, 𝑥2 − 𝑥2

∗ 2𝜀 𝑥1 − 𝑥1
∗, 𝑥2 − 𝑥2

∗

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 𝑥1

∗ ,𝑥2
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗ = 0

𝑓 𝑥 = 0
+ 𝑥1 − 0 × 0 + 𝑥2 − 0 × 1

+
𝑥1−0

2

2
× 0 + 𝑥1 − 0 𝑥2 − 0 × 1+

𝑥2−0
2

2
× (−1)

+ 𝑥1 − 0, 𝑥2 − 0
2𝜀 𝑥1 − 0, 𝑥2 − 0

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 0,0

𝜀 𝑥1 − 0, 𝑥2 − 0 = 0

𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥2 + 𝑥1𝑥2 −
1

2
𝑥2
2 + 𝑥1, 𝑥2

2𝜀 𝑥1, 𝑥2 𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 0,0

𝜀 𝑥1, 𝑥2 = 0
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Exercice 3

𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑓(𝑥1
∗, 𝑥1
∗)

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗ 𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑥1
∗, 𝑥1
∗ + 𝑥2 − 𝑥2

∗ 𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝑥1
∗, 𝑥2
∗

+
𝑥1−𝑥1

∗ 2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ +

𝑥1−𝑥1
∗ 𝑥2−𝑥2

∗

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
𝑥1
∗, 𝑥2
∗

+
𝑥1−𝑥1

∗ 𝑥2−𝑥2
∗

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑥1
∗, 𝑥2
∗ +

𝑥2−𝑥2
∗ 2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
2 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ +

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗, 𝑥2 − 𝑥2

∗ 2𝜀 𝑥1 − 𝑥1
∗, 𝑥2 − 𝑥2

∗

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 𝑥1

∗ ,𝑥2
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗ = 0

𝑓:ℝ++
2 → ℝ; 𝑥 = 𝑥1, 𝑥2 ↦ 𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1

𝛼𝑥2
1−𝛼 𝑎𝑣𝑒𝑐 0 < 𝛼 < 1

Formule de développement d’ordre  2 de 𝑓 au voisinage de 𝑥∗ = 𝑥1
∗, 𝑥2
∗
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𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
𝛼𝑥2
1−𝛼

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑥1, 𝑥2 = 𝛼𝑥1

𝛼−1𝑥2
1−𝛼

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝑥1, 𝑥2 = (1 − 𝛼)𝑥1

𝛼𝑥2
−𝛼

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 𝑥1, 𝑥2 = 𝛼 𝛼 − 1 𝑥1

𝛼−2𝑥2
1−𝛼

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
2 𝑥1, 𝑥2 = −𝛼 1 − 𝛼 𝑥1

𝛼𝑥2
−𝛼−1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
𝑥1, 𝑥2 = 𝛼 1 − 𝛼 𝑥1

𝛼−1𝑥2
−𝛼 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑥1, 𝑥2

8



On en déduit que :

𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ + 𝑥1 − 𝑥1

∗ 𝛼𝑥1
∗ 𝛼−1𝑥2

∗ 1−𝛼 + 𝑥2 − 𝑥2
∗ (1 − 𝛼)𝑥1

∗ 𝛼𝑥2
∗ −𝛼

+
𝑥1 − 𝑥1

∗ 2

2
𝛼 𝛼 − 1 𝑥1

∗ 𝛼−2𝑥2
∗ 1−𝛼

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗ 𝑥2 − 𝑥2

∗ 𝛼 1 − 𝛼 𝑥1
∗ 𝛼−1𝑥2

∗ −𝛼

+
𝑥2−𝑥2

∗ 2

2
𝛼 𝛼 − 1 𝑥1

∗ 𝛼𝑥2
∗ −𝛼−1

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗, 𝑥2 − 𝑥2

∗ 2𝜀 𝑥1 − 𝑥1
∗, 𝑥2 − 𝑥2

∗

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 𝑥1

∗ ,𝑥2
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗ = 0
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On en déduit que :

𝑓 𝑥1, 𝑥2 − 𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗

𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ = 𝑥1 − 𝑥1

∗
𝛼𝑥1
∗ 𝛼−1𝑥2

∗ 1−𝛼

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼 + 𝑥2 − 𝑥2

∗ + 𝑥2 − 𝑥2
∗
(1 − 𝛼)𝑥1

∗ 𝛼𝑥2
∗ −𝛼

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼

+
𝑥1−𝑥1

∗ 2

2

𝛼 𝛼−1 𝑥1
∗ 𝛼−2𝑥2

∗ 1−𝛼

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗ 𝑥2 − 𝑥2

∗ 𝛼 1−𝛼 𝑥1
∗ 𝛼−1𝑥2

∗ −𝛼

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼

+
𝑥2−𝑥2

∗ 2

2

𝛼 𝛼−1 𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ −𝛼−1

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼

+
𝑥1−𝑥1

∗ ,𝑥2−𝑥2
∗ 2

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼 𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 𝑥1

∗ ,𝑥2
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗ = 0
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On en déduit que :

𝑓 𝑥1, 𝑥2 − 𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗

𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ = 𝑥1 − 𝑥1

∗
𝛼

𝑥1
∗ + 𝑥2 − 𝑥2

∗
(1 − 𝛼)

𝑥2
∗

+
𝑥1−𝑥1

∗ 2

2

𝛼 𝛼−1

𝑥1
∗2

+ 𝑥1 − 𝑥1
∗ 𝑥2 − 𝑥2

∗ 𝛼 1−𝛼

𝑥1
∗𝑥2
∗

+
𝑥2−𝑥2

∗ 2

2

𝛼 𝛼−1

𝑥2
∗2

+
𝑥1−𝑥1

∗ ,𝑥2−𝑥2
∗ 2

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼 𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 𝑥1

∗ ,𝑥2
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗ = 0
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On en déduit que :

𝑓 𝑥1, 𝑥2 − 𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗

𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ = 𝛼

𝑥1 − 𝑥1
∗

𝑥1
∗ + (1 − 𝛼)

𝑥2 − 𝑥2
∗

𝑥2
∗

+
𝛼 𝛼−1

2

𝑥1−𝑥1
∗ 2

𝑥1
∗2

−
𝛼 𝛼−1

2

𝑥1−𝑥1
∗ 𝑥2−𝑥2

∗

𝑥1
∗𝑥2
∗

+
𝛼 𝛼−1

2

𝑥2−𝑥2
∗ 2

𝑥2
∗2

+
𝑥1−𝑥1

∗ ,𝑥2−𝑥2
∗ 2

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼 𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗

𝑎𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 𝑥1

∗ ,𝑥2
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗ = 0
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On en déduit que :

𝑓 𝑥1, 𝑥2 − 𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗

𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ = 𝛼

𝑥1 − 𝑥1
∗

𝑥1
∗ + (1 − 𝛼)

𝑥2 − 𝑥2
∗

𝑥2
∗

+
𝛼 𝛼−1

2

𝑥1−𝑥1
∗

𝑥1
∗ −

𝑥2−𝑥2
∗

𝑥2
∗

2

+
𝑥1−𝑥1

∗ ,𝑥2−𝑥2
∗ 2

𝑥1
∗ 𝛼𝑥2
∗ 1−𝛼 𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗

a𝑣𝑒𝑐 lim
𝑥1,𝑥2 → 𝑥1

∗ ,𝑥2
∗
𝜀 𝑥1 − 𝑥1

∗, 𝑥2 − 𝑥2
∗ = 0
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On en déduit que :

𝑓 𝑥1, 𝑥2 − 𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗

𝑓 𝑥1
∗, 𝑥2
∗ ≈ 𝛼

𝑥1 − 𝑥1
∗

𝑥1
∗ + (1 − 𝛼)

𝑥2 − 𝑥2
∗

𝑥2
∗ +

𝛼 𝛼 − 1

2

𝑥1 − 𝑥1
∗

𝑥1
∗ −

𝑥2 − 𝑥2
∗

𝑥2
∗

2
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