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Planche de TD N° 3
Développement limité

--—  11THOO - 12H30




Rappel du cours

Soit f une fonction C" au voisinae de x,.
Alors f admet un dévelopement limité d’odre n au point x, donné par :

@) = f(xo) + (¥ = x0)f (o) + E2 £ (xg) .t 2 £ ()40 ((x — o))

FG) = Z X0 0 (1) + 0(Cx - 30"

0((x — xo)”) = (x —x9)"e(x) avec xll)r)rcl c(x)=0



Exercice 1

Soit f:R - R, x v f(x)=3xe?**!
Ecrire la formule de développement limité a I'ordre 2 de la fonction f au

voisinage du point x™ = 1.

fO)=FfD)+&x-1f (D +

f(X) — 3X€2x+1

f’(X) — 3€2x+1 + 6x62x+1

(x—1)=
2!

fll(l)_l_ (X — 1)2€(X) avec chl_r)ri E(X) =0

et f(1) = 3e3

et f'(1) =

3e3+6e3 = 9¢3

f'(x) = 6e***t 4+ 6e***1 4 12xe***1 = 12(x + 1)e?**! et f"(1) =24¢€?

f(x) =3e3>+9e3(x—1) +

24e3(x — 1)?

2

+ (x — 1)?%e(x); avec lirq e(x) =0
X—




Rappel du cours

IR SR x = (X, ..., %) » f(xq, ..., Xp)
f est C# au voisinage de x* = (x7, ..., x;)
La formule du développement d’ordre 2 de f au voisinage de x™ est :

f(x) = f(x7)
+ Z 1(xl_x )6xl

Zl_] 1(xl — X )(x] A ) A 6x] (x1; 'x;’kz)

+ ”(xl T xl) ---;xn o xn)llzg(xl T xll ---)xn o x;’kl)

(x7, ... x,’;)

avec lim — e(xq —x1, ..., —x,) =0
(X1,e0Xn)=>(X1,0Xp)



Exercice 2

fi: RX]=1,+0of; (x1,x3) » f(xg,%2) = e*1in(1 + x3)
Développement limité d’ordre 2 au voisinage de (0,0)
f(xl) xZ) — exlln(l + xZ) et f(OJ O) =0

a—f(xl,xz) =e*1in(1+x,) et ;—;(O, 0)=0

axl

or _ et of _
axZ (x1’ xZ) o 1+x2 et axZ (0’ 0) o 1
0°f 92f

2L (x,x,) = e¥1ln(1 + x,) et a_xf(o' 0)=0

0x1

oy M) = Gy ot 5300 =1
2 X 2 2
0T (g, x00) = ~— = 2L (3,,x,) et =2L—(0,0) =1

0x,0x1



f@) = f(x,x)

+ (X1 — x7) 9x. (x1,x7) + (x1 — x3) ox, (x1,x5)

(xl_xi)z aZf * * _aeX _Aaek aZf * * i(xz—x;)z aZf * *
+ 2 ax% (xl’xz) + (xl xl)(xz xZ) a.'X.'za.Xl (xl) xZ)T 5 ax% (x1; xz)
+ [ Cey — x7, %2 — x;)||2€(x1 — X1, X2 — X3)
avec lim e(x; —x{,x5, —x3) =0
(x1,%2)—~>(x7,%3)
fx) =0
+(X1_O)XO+(x2_O)X1
—0)2 M2
+ 870 0+ (x; —0)(x, —0) X 1+(x220) X (—1)
+ |(xy — 0,x, — 0)]|*(x; — 0,x, — 0)
avec lim c(x;—0,x, —0) =0
(x1,%2)=(0,0) & 2~ 0)
F(xy,%2) = Xy + x1%, — ~ x5 + | (xg, %2) 176 Cy, x3)  avec lim  e(xq,x) =0
2 (xlfo)_)(O:O)



Exercice 3

fiR2, 5 Ry x = (x,x) o fxy,x) =x%x37% avec 0<a<1

Formule de développement d’ordre 2 de f au voisinage de x* = (x7, x5)

f(x1:x2) = f(x{,x1)
+ (o —x)) = (e, x) + (o x3) =L (xl,x2>
(xl_x1)2 azf (xl x1)(x2 xz) azf

+ 2 axl (xl;xZ) + 2 axzax (xlle)
(x1—x7)(x3—x3) 0*f % % (x2—x3)? azf
+ > %07, (x1,x5) + > (x1;x2) T

+ 11 Gy — x7, 2 — x3) 126y — x7, 22 — Xz)

avec lim  e(x; —x1,x,—x3) =0
(x1,%2)=>(x1,%;



f(xy,x5) = x{xx%_a

of

6x1

(x1,x2) = ax{ 135%_“

(x1;x2) = (1—a)xix;“
axZ

°f _ 1-a
7 (X1, %2) = ala — Dx{?x;

dx2
62
axf (x1,%2) = —a(1l — a)xfx; *1

2

o/ (x1,%,) = a(l —a)xF 1x;% = o/ (x4, %)
Ox,0x, L2 1 2 dx,0x, 12



On en déduit que :
flxg,x) = flxd,x3) + (g —xDaxi 7%+ (xp —x3)(1 — a)x] %x; ~¢

* 2
X1 — X
N VA

+ (g —x) (0 —x)a(1 — a)x; *ra; ¢

(rz=x3)° * 0 ,x —a—1
+ ———=ala — Dx; “x;

+ 11Gey — %7, %2 — x3) 126y — x7, %2 — x3)

avec lim o c(xy — xi, %, — x§) =0
(xler)_)(xl;xz)



On en déduit que :

f (1, %2) — f(x1, x3) axy T rxay i (1 —a)x; “x; ™
—— = (xqy — xq ———— 1+ (X —x5) + (X3 — x5 ————
f(xl,xz) ( 1 1) xl ale a ( 2 2) ( 2 2) xl ale a
(x1—x3)? a(a—1)x ¥ 2x5 174
n 1 1 2
2 x¥&xil-a
1 X2
\ o a(1—a)x; ¥ a7
+(X1 T x1)(xz T xZ) XX Aypex1-a
1 X2
(x,—x3)?% a(a—1)x7 Fxs~*1
n 2 1 X2
2 x¥&xrl-a
1 X2
||(x1—xi,x2—x;)||2 * *
+ X} Ays 1@ e(x1 — X1, X3 — X3)
avec lim e(xy —x71,x, —x,) =0

(x1,x2)—(x7,x3)



On en déduit que :

f (1, x2) — f(xq,x3) = (x —x7) a + (O — x3) (1-a)
f(x,%5) Va0 T Y g
n (x1—x7)* “(a*zl)
2 X’
* % a(l_a)
+ (% — x7) (%2 — x3) "
1+2
n (x,—x35)? a(a;l)
2 X5
Ak RN ]]2
1 2
avec lim e(xy —x71,x, —x,) =0

(xl,xz)ﬁ(xi,xZ)



On en déduit que :

f(xq,x2) — f(xq,x3) (%1 — x7) (%3 — x3)
f(x1,x3) X1 X2
4 a(a-1) (xl—:;i)z
2 x*

a(a—1) (x1—x1)(x2—x3)
2 X1X5

a(a—1) (x,—x3)?

_I_

2 X532
”(xl_x;:xz_x;)”z * *
+ x* Ay 1-a g(xl T xl’xz T xz)
1 2
avec lim e(xy —x1,x, —x,) =0

(xlixZ)_)(xi;x;)



On en déduit que :

fx1,x2) — f(xq,x3) _ (1 — x1) (x2

X

2

o R

12
a(a 1) xl—xl xz—le

X
[Ceq —x3, xz—x2)||2

* A * 11—
X1 X2

_|_

e(xy — x1, X3 — Xx5)

avec lim  e(xq—x1,x—x3) =0
(x1,x2)—>(x7,%3)

— x2)



On en déduit que :

f(x1,%2) — f (x5, %3) - (X, —x

*

1

)

a
f(x1,x3) Xq

+ (1 —a)

(X2 — x3)

*

X2




Fin

Merci Pour Votre Attention



