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1 Exercice 1

e Tsiz>0

f(x):{()simgo

1.1 f une densité de probabilité

f est une densité de probabilité si est seulement si

flx) >0 VxeR (1)
[ #aras=1 2)

1.1.1 Premiére partie

f(x)= 0 si x < 0 par définition, et e™* >0 Vz € Ry donc f(z) > 0Vzx € R

1.1.2 Deuxiéme partie

70 f(z)dz

—+00

0
<— /de—l—/e_””dx

0
“+o00
— 0+ [—e‘x}
0
00 0

& —e = — —e
—1
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1.2 Fonction de répartition de la variable aléatoire X

Vi € R, F(z) =P(X < z)

= [rom

Ainsi

O0siz <0
Flo)=3 " "
l—e®siz>0

1.3 Espérance de X

+00
E[X]:/xf(x)dx
—+o0o
<:>/x 0 dx—k/xe“’dx
+00 0
+oo
<:>/x 0 dm—k/xe“’dm
+00 0
+o0

— 0+ /xe’“"dx

0
“+oo

<— / ze tdx
0
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+o00o +o0 +oo
/xexdx = [— a;ex] - / —e "dx
0 0 0
+00
<— 0 -0+ / e “dx
lim —ze™* =0 0
T—>+00
+oo
— [— e:”]
0
0— (=) =1

1.4 Variance de X

Var(X) =E[X?] - (E[X))?

—+oc0o
E[X?] = / 22 f(z)dz
0 “+o00
<— /x2 x 0 dx + /xze_xdx
—00 0
—+o0
= / 22e % dx
0
u=z> vV=e"
e—a;
/ = 2 = — = — -z
U T v — e
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—+00 “+00

+o0o
/ —rle %y = [— x2e_m} — / —2zxe *dx
0

0 0
—+00

<:)O—O——2/me_$dx
0

— +2E[X]

< 2(1)

Var(X)=2—- (1) =1

1.5 Prenons un peu de temps pour considérer la loi exponentielle.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_exponentielle

2 Exercice 2

f() = {O si|z| >k

l1+esix<k

2.1 Rappel

|| >k
cas 1: x>0
r>5H
cas 2: * <0
—x>5 <<= < -5
donc
r>doux < —9H
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lz| < k
cas 1: x <0
T <D
cas 2: x <0
—r <5 &= >3
donc
—H<r<d

Nous pouvons donc réécrire f de maniére un peu plus sympathique comme.

0 siz < —k
fle)=<K1+z si —k<z<k
0 siz >k

2.2 Question 1

f(z)>0 VxeR

70f(x)dx =1
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2.2.1 a
—+00
/f(x)dle
—k k +o0o
<:>/Od:c—|—/(1+:c)d:c+/0d:c:1
—00 —k k
k
<:>/(1+a:)dx:1
—k
5],
— |v+ — =1
2]
/{52 (—k?)2
k+——|(—k — ) =1
=kt (( )+ 5 )
2 k2
k+——-—(-k+—|=1
=kt ( +2)
k2 k2
k+—+k——=1
< +2+ 5
1
<:>2]€:1<:>k:§
2.2.2 b

Nous savons que

Donc quand z € [—1; 1], f(z) € [3;2] et par suite f(z) >0 Ve € R

6

WWwWWw.economie-gestion.com



2.3

www.economie-gestion.com

Question 2

Ve € R, F(x) =P(X < x)

= /f(u)du
si z €] — 0o, —=], F(x):]Odu:
size|—=,=z], F(x) :]f(u)du

siz e [%,4—00], F(x) = /f(u)du—l—/() du
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2.4 Espérance de X

“+o00

E[X]:/:L'f(:c)dx

1
2 +00

-4
= /a: 0 dm+/x(1+x)dm+/xx0dw
1

[N
=

3
<— /x+a:2dx

1
1 x |2
= |2} (= +=
[x(2+3)11
2
121 5 121 3
= - (=+2)—-=-(z—-2=
A AL
121 3 1 1
2 Gy ety
1
<~ —
12
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2.5 Variance de X

Var(X) =E[X?] — (E[X])?

1 1
~3 3 +o0
E[X?] = /x2 0 dx+/x2(1+x)da:+ /xQXde
—o0 _1 1
2 2

— 22+ 2dx
-3
B A
= — + —
Ry
2
1 = 2
3
= -+ -
{1(3%—4)}_1
131 3 131 1
= —(=4+2)—-(—2)(=—-(=
5 (313~ (=5)G5 =)
B1r 5 1 3
= 5 Gtit3 Y
1
<~ —
12
1 1
X)=— — (=)
1 1
(1= (=
NG TISS T
11
122

3 Exercice 3

L’exercice 3 est dans le méme esprit que 'exercice précédent.

0 sinon

fla) = {k(4x — 2?) si z €]0,4]

Nous pouvons réécrire la définition comme

Osizx <0
f(x) = < k(4x — 2?) si x €]0,4]
Osixz >4
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f est une densité de probabilité si et seulement si,

flz)>0 VxeR
+oo
/f(a:)da: =1

3.01 a
+o0o
/f(x)dle
) 0 4 400
— /de+/k(4x—x2)dx+/0dx:1
s 0 1
4
= /k(4x—x2)dx:1
0
3
<:>k:[2x2—x— =1
3 1o
43
<:>k(2(4)2—%)—0:1
32
k— =1
— 3
3
k=—
3.02 b

Nous savons que
0 six<0
€Tr) =
/(@) {O six >0

Il reste & montrer que f(z) > 0 pour 0 < x < 4. Une méthode serait d’utiliser le tableau
de signe et de déterminer pour quelles valeurs de x (4z — z?%) > 0.
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Valeurs critique:

4o — 22 =0
x(r—4)=0

— rz=0etx =4

x —00 0 4 +00

v — 0 +
4—-x) | + 0 —
x(d—x) | — 0 + 0 -

Donc z(x — 4) > 0 pour x € |0,4], donc f(z) > 0Vz € R. Ainsi f(x) est une densité de
probabilité.

4 Question 2

Fonction de répartition de la variable aléatoire X.
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Ve € R, F(x) =P(X < x)
<:>/f

six €] —00,0], F(x)= [ 0du=0

stz €)0,4], F(x) :/f(u)du

32
0
3 ud”
= — |2u* - —
w25,
3 x?
=92 2
<:>32<a: 3 O>
3 x?
=2 -
<:>32<x 3)
4 T
si x €[4, +00], F(x):/f(u)du—i-/Odu
o) 4
— 1
Osiz <0
F(z) = %(zﬁ—r—;) si x €]0,4]
lsiz >4
12

WWwWWw.economie-gestion.com



www.economie-gestion.com

5 Question 3

5.1 Espérance de X

+oo
E[X]:/a:f(x)dx
_O 4 400
<:>/a:>< 0 d:c+3% :cx(4:c—x2)dx+/a:><0d:c
—00 0 4

32

34, 247
JE— _x__
32 |3 4,
3 64
219
32 3

5.2 Variance de X

Var(X) =E[X?] — (E[X])?

0 4 400
3
— /x2 0 dx+/x23—2(4yc—x2)d:v+/x2x0dx
—00 0 4
0 5 4 +o0
= /xx 0 dx—|—3—2 x2><(4zc—x2)d:1:—|-/x><0dw
o 0 4
4
= 3 4a® — ztda
32
0
31, 27
= — |z* - =
8”5,
— 3256 24
325 5
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Var(X) ==— — (2)*

— =

14

WWwWWw.economie-gestion.com



	Exercice 1
	f une densité de probabilité
	Première partie
	Deuxième partie

	Fonction de répartition de la variable aléatoire X
	Espérance de X
	Variance de X
	Prenons un peu de temps pour considérer la loi exponentielle.

	Exercice 2
	Rappel
	Question 1
	a
	b

	Question 2
	Espérance de X
	Variance de X

	Exercice 3
	a
	b


	Question 2
	Question 3
	Espérance de X
	Variance de X


