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LIMINAIRE

On dit souvent que I’on peut faire dire ce qu’on veut aux statistiques ! C’est bien connu,
entre le verre a moitié plein et le verre a moitié vide la différence d’interprétation nous
interpelle, mais avant de pouvair interpréter un ensemble de données, il est indispensable de
savoir comment représenter, dans un tableau ou par un graphique, une sé&rie statistique,
comment en faire les premiers traitements et surtout comment présenter les résultats de ces
caculs.

Ce sont |3, les objectifsde celivre!
Le présent livre est un livre de cours.
La méthode adoptée peut se résumer dans les deux points suivants :

- Chaque chapitre est traité d’une facon exhaustive pour englober tous les concepts et
toutes |es démonstrations des formules statistiques.
Il renferme, en plus, un ensemble d’exemples d’application avec solutions et surtout les
méthodes de résolution.

- A la fin de chague chapitre, le lecteur trouvera, ensuite un ensemble d’exercices
d’application qui lui permettra de s’entrainer a résoudre des problémes classiques de
statistique.

Signalons, a cet effet, que pour toutes les solutions proposées pour |es exemples, nous avons
utilisé I’ordinateur avec des logiciels de graphisme et de gestionnaires de tableaux et nous
encourageons vivement autant les étudiants que les professeurs d’en faire de méme pour tout
probléme de statistique.

Cette utilisation de I’ordinateur nous améne a avertir nos lecteurs que les résultats des
calculs donnés dans les tableaux et ailleurs différeront de ceux qu’on pourrait obtenir grace a
une calculette pour la simple raison que la puissance de précision d’un ordinateur ne peut
jamais étre égal ée par une calculette.



Ce livre est ainsi destiné aux étudiants qui désirent acquérir une certaine adresse a la
résolution de problémes de statistique descriptive et aux professeurs qui recherchent un
ensemble d’exercices didactiques de statistique descriptive a proposer a la réflexion de leurs
étudiants.

Lesauteurs

Casablanca, octobre 2006.
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Statistique descriptive Introduction

INTRODUCTION

HISTORIQUE.

L’activité qui consiste & recueillir des données permettant de connaitre la situation des Etats
remonte a la plus haute antiquité. On cite, d’une part, I’empereur chinois Yao, organisant le
recensement des productions agricoles en 2238 avant J.-C., et, d’autre part, I’institution des
recensements de la popul ation chez les Egyptiens, en 1700 avant J.-C.

Au début du XVI€siécle, on commenca a tenir en Angleterre un registre des décés et des
naissances. En France, les intendants Sully, Colbert et Vauban commandérent de nombreux
inventaires et enquétes. En 1662, I'Anglais John Graunt constata une certaine constance dans le
rapport du nombre de naissances féminines a celui des naissances masculines.

On attribue la création du terme «statistique» a un professeur alemand Gottingen,
G. Achenwall (1719-1772), qui aurait en 1746 créé le mot Satistik, dérivé de la notion
Staatskunde.

Mais c'est seulement au X1X€ siécle qu'on découvrit que la théorie des probabilités pouvait
congtituer une aide précieuse a la méthode statistique. Ce rapprochement, déa percu par le
mathématicien Laplace, fut 'ceuvre d’Adolphe Quételet (1796-1874), statisticien belge qui fut a
I'initiative du premier congres international de statistiques en 1853. Dés lors, la statistique se
développa dans la plupart des sciences.

L’ apparition d’une réelle méthodologie statistique a été initiée par des statisticiens anglais
autour de 1900. C’est-a-dire une théorie bien formalisée du raisonnement qui permet, a partir
des données observées, de tirer des conclusions sur les lois de probabilité des phénoménes.
C’est la statistique mathématique, qui s’est développée entre 1900 et 1950 et dont les succes
ont imposé, au cours de cette période, une interprétation particuliére du concept de probabilité.



Statistique descriptive Introduction

A partir des années cinquante, I’apparition de calculateurs puissants a donné naissance aux
méthodes d’analyse des données multidimensionnelles, qui ont connu une grande vogue,
parfaitement justifiée par leur efficacité. Ces méthodes permettent de décrire, de classer et de
simplifier des données, les résultats auxquels elles conduisent peuvent suggérer des lois, des
modeles ou des explications des phénomenes.

Aujourdhui, les statistiques sont considérées comme des outils fiables qui peuvent fournir
une représentation exacte des valeurs de données économiques, politiques, sociales,
psychologiques, biologiques ou physiques. Elles permettent de mettre en corrélation de telles
données et de les analyser. Le travail du statisticien ne se limite plus a recueillir des données et
a les présenter sous forme de tableaux, mais il consiste principalement a interpréter
I'information.

DEFINITION.

Statistique, une discipline qui a pour objet la collecte, le traitement et I'analyse de données
numériques relatives a un ensemble d'individus ou d'éléments. Elle constitue un outil précieux
pour I'expérimentation, la gestion des entreprises ou encore I'aide ala décision.

Une étude statistiqgue se décompose en quatre étapes: la définition et la collecte des
données, leur présentation en tableaux, leur analyse et enfin la comparaison des résultats avec
deslois statistiques connues.

1 - Définition et collecte des données

La matiere premiere des méthodes statistiques est constituée d'ensembles de nombres,
obtenus en comptant ou en mesurant des éléments. |1 est donc indispensable, lors de la collecte
de données statistiques, de sassurer de l'exhaustivité et de la fiabilité des informations
recueillies.

Avant la collecte des données, on commence par définir la nature et la quantité des données
a recueillir. Cette collecte seffectue par recensement ou par sondage. Les données recueillies
peuvent faire I'objet d'une vérification partielle par mesure de sécurité.
2 - Représentation des données

Les données recueillies sont classées et rangées dans des tableaux de fagcon a permettre une

analyse et une interprétation directes. Ensuite, On peut représenter graphiquement les données
du tableau.

10
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3 - Analyse des données

Une fois les données recueillies et présentées sous forme de tableaux, le travail d'analyse
commence par le calcul d'un paramétre statistique qui puisse résumer a lui seul I'ensemble des
données. On distingue trois types de paramétres statistiques :

- Tendance centrale : elle sert a caractériser I'ordre de grandeur des observations;;

- Dispersion : €elle sert a savoir si les mesures sont étroitement regroupées autour de la
moyenne ou si elles sont dispersées;;

- Corrélation : elle sert a étudier larelation qui peut exister entre deux phénomenes.

4 - Comparaison desrésultats avec deslois statistiques

Les statisticiens se sont apercus que de nombreux ensembles de mesures avaient le méme
type de distribution. Ils ont donc été amenés a concevoir des modéles mathématiques qui soient
le reflet des lois statistiques souvent rencontrées. La comparaison des résultats avec ces lois
statistiques permet de donner une explication du phénoméne observé et en vérifier le bien
fondé.

Dans le présent ouvrage, nous nous proposons de montrer comment représenter les données
recueillies et comment en faire le traitement en exposant successivement les méthodes de calcul
des 3 paramétres stati stiques que sont les paramétres de tendance centrale, ceux de dispersion et
ceux de corrélation.

Les méthodes de collecte de donnée et celles de la comparaison des résultats de leurs
traitements avec des lois statistiques feront I’objet d’un autre ouvrage.

11
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PARTIE 1
STATISTIQUE DESCRIPTIVE A UNE VARIABLE

La statistique descriptive a une variable est I’ensemble des méthodes qui permet d’obtenir et
de faire un 1¥ traitement des informations relatives a un caractére particulier d’individus d’une
population donnée.

L a statistique descriptive a plusieurs objectifs :

- recueillir I’ensemble des données relatives a un caractere particulier d’individus d’une
population donnée ;

- classer I’ensemble de ces données selon des séries statistiques afin de permettre d’en
faire:

* des représentations graphiques pour en visualiser Iallure ;

* des traitements mathématiques pour en déterminer certaines caractéristiques.

Dans cette partie, nous axerons notre propos, d’abord sur la définition des différents

concepts que nous venons d’introduire, ensuite sur les premiers traitements mathématiques en
vue de la détermination de certaines caractéristiques.

13
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CHAPITRE 1
TABLEAUX ET GRAPHIQUES

1.1. TABLEAUX STATISTIQUES.
Nous donnons dans ce qui suit la définition des principaux concepts de la statistique.
Population : ensemble d’éléments ou d’individus ayant un caractére commun a étudier.

Exemples1:
- Ensemble des étudiants d’une école ;
Ensemble des habitants d’une ville ;
Ensemble des livres d’une bibliothéque ;
Ensemble de la production d’une entreprise pendant un an ;
Etc.

Echantillon : partie de la population. Du fait de la taille importante de la population et de
I’impossibilité d’en faire I’étude exhaustive, on se contente, le plus souvent, d’étudier le
caractére d’aprés un échantillon.

L’échantillon doit étre choisi de fagcon qu’il soit représentatif, pour ce faire il existe des
méthodes de tri en vue de la constitution d’échantillon. Elles font I’objet d’études spécifiques.

Exemples?2:
L’ensemble des étudiants d’une salle de classe d’une école ;
L’ensemble d’un millier d’habitants choisi parmi tous les habitants d’une ville ;
L’ensemble d’une centaine de livre trié parmi tous les livres d’une bibliothéque ;
La production d’une entreprise pendant quelques jours ;
Etc.

Individu : élément de base constituant la population ou I’échantillon, on dit aussi, unité
statistique.
Exemples 3:

15
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L’étudiant d’une école ;

L’habitant d’une ville ;

Le livre d’une bibliothéque ;
I’unité produite par une entreprise ;
Etc.

Effectif : nombre d’individus observés constituant I’échantillon, il est noté n.

Exemples4 :
- n=230¢s"ilya30 étudiants dans I’échantillon ;
n =2000 s’il y a 2000 habitants dans I’échantillon ;
n =125 s’il y a 125 livres dans I’échantillon ;
n=15000 s’il y a 15 000 unités produites constituant I’échantillon ;
etc.

Caractére: Aspect particulier commun a tous les individus de la population et donc de
I’échantillon. Le caractére peut étre qualitatif ou quantitatif et dans ce cas il peut étre discret ou
continu.

Exemples5:
- Notes des étudiants d’une école ;
Situations familiales des habitants d’une ville;
Thémes des livres d’une bibliothéque ;
Poids des unités produites par une entreprise ;
Etc.

M odalités: Ce sont les différentes possibilités que peut prendre le caractéere, par exemple
féminin ou masculin si le caractére est le sexe et 1,50 m ou 1,70 m s le caractéere est la taille,
etc.

Caractéere qualitatif : Un caractére est dit qualitatif quand il ne peut pas étre mesuré.

Exemples6 : Le tableau ci-dessous liste quelques exemples de caractéres qualitatifs et de
modalités :

Caractéres M odalités Genres
Couleur Rose, rouge, blanc, bleu, ... Qualitatif
Nationalité Marocain, Frangais, Suisse, ... Qualitatif
Situation matrimoniale Marié, célibataire, veuf, divorcé, ... Qualitatif
Disponibilité QOui, non. Qualitatif

16
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Pour chague modalité i du caractére a étudier, on détermine, pour I’échantillon considéré,
detaillen:

n; : effectif d’individus chez qui a été observée la modalité i.

fi = n; / n: fréquence relative de lamodalitéi.

k
Avec 4 N. =n et af =1
i=1 i=1

Exemples7 : Dans un échantillon de 2000 habitants d’une ville, en releve que 900
personnes sont mariées, on aainsi, pour lamodalité « habitants mariés » :

n = 900 etf; = 900/2000 = 45%;

- Dans une bibliothéque constituée de 5000 livres on reléve que 120 livres ont pour théme
les mathématiques, on aains pour lamodalité « livres de mathématiques » :

n =120etf; = 120/5000 = 2,4 %

- On considére I’ensemble des touristes qui visitent le Maroc pendant une période donnée et
on considere comme caractére la nationalité. Si I’on reléve qu’il y a 300 Frangais parmi un
ensemble de 900 touristes on a pour la modalité « nationalité francaise » :

n = 300etf; = 300/900 = 33,33 %

Caractére quantitatif : Un caractére est dit quantitatif quand il peut é&re mesuré. 1l peut
alors étre continu ou discret :

- il est discret dans le cas d’opérations de dénombrement ou de comptage ;

- il est continu dans le cas d’opérations de mesures.

Exemples 8 : Le tableau ci-dessous donne quelques exemples de caractéres quantitatifs et
de modalités.

Caractéres M odalités Genres
Poids 60,5 Kg; 59,2 Kg; 65,3 Kg; ... Continu
Ancienneté en entreprise 10 ans et 2 mois; 9ans; ... Continu
Volume 1m3;23m*;3m’; ... Continu
L ongueur 1m;2,75km; 350dm; ... Continu
Notation 10/20; 9,5/10; ... Continu
Années d’études 2ans;3ans;6ans; ... Discret
Nombre de fréres et sceurs 1;2;3; ... Discret
Nombre d’enfants 0;1;2;... Discret

17
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On détermine pour chaque caractére quantitatif :
Si lecaractéreest discret : x; lavaleur delamodalité;
n; : effectif d’individus chez qui, la modalité i, a été observée.
fi=n,/ n: fréquence relative de lamodalitéi.
J°:|
F:af ; fréquence relative cumulée croissante.
j=1
F(x) : Fonction de répartition, proportion d’individus ayant des modalités du caractére
étudié inférieures ou égales a x.

Exemple 9 : On considére le poids des habitants d’une ville comme caractére, on a, pour un
échantillon, la distribution suivante :

Poids Effectifsconcernés | Fréquencesrelatives Fréquencesrelatives
Xi ni fi cumulées Fi

65K g 54 21.86% 21.86%
70K g 132 53.44% 75.30%
75K g 27 10.93% 86.23%
80K g 34 13.77% 100.00%
Total 247 100% -

Unité statistique . habitant delaville;

Population . I’ensemble des habitants de la ville ;

Caractére étudié . lepoids;

Type de caractére . variable statistique discréte. (dans le cas de I’exemple).

Lafonction de répartition F(x) se définit comme suit :

Pour x £ 65 Kg, ona: F(x) = 21,86% ou 21,86 % de I’échantillon ont un poids inférieur ou
égal a65Kg.

Pour x £ 70 Kg, on a: F(x) = 75.30% ou 75,30 % de I’échantillon ont un poids inférieur ou
égal 470 Kg.

Pour x £ 75 Kg, on a: F(x) = 86.23% ou 86,23 % de I’échantillon pésent au plus 75 Kg.

Pour x £ 80 Kg, ona: F(x) = 100.00 % ou la totalité de I’échantillon a un poids inférieur ou
égal 480 Kg.

Exemple 10 : une enquéte aupres de 1000 commergants portant sur le nombre de leurs
employés, adonné les résultats suivants :

18
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Fréquence Fréquence Fréquence Fréquence

xi n . absolue absolue relative relative

: ! cumulée cumulée cumulée cumulée

croissante décroissante croissante décroissante

0 50 5% 50 1000 5% 100 %

1 100 10% 150 950 15% 95 %

2 200 20% 350 850 35 % 85 %

3 150 15% 500 650 50 % 65 %

4 120 12% 620 500 62 % 50 %

5 160 16 % 780 380 78 % 38 %

6 130 13% 910 220 91 % 22 %

7 920 9% 1000 920 100 % 9%

Total | 1000 | 100 % - - - -

Unité statistique Un commercant ;

Population I’ensemble des 1000 commercants ;
Caractére étudié Nombre d’employés ;
Type de caractére Variable statistique discréte.

Le nombre de commercants n‘'employant aucun employé est 50, ce qui représente 5 % des
commergants.

Les fréquences absolues ou relatives cumulées croissantes sont calculées en cumulant les
fréguences absolues ou relatives du haut du tableau vers le bas. Elles permettent de répondre
aux questions du genre : quel est le nombre ou la proportion au plus ?

Par contre, les fréquences absolues ou relatives cumulées décroissantes sont calculées en
cumulant les fréquences absolues ou relatives du bas du tableau vers le haut. Elles permettent
de répondre aux questions du genre : quel est le nombre ou la proportion au moins (au
minimum ou plus de) ?

Le nombre de commercants employant au plus 5 employés (au maximum 5 employés ou
moins de 6 employés) est 780, ils représentent 78 % des commercants.

Le nombre de commercants employant au moins 3 employés (au minimum 3 employés ou
plus de 2 employés) est 650, ils représentent 65% des commercants.

19
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Si lecaractére est continu : [C; ; Cii4[ est I’intervalle ou classe des modalités avec :
C, et G4 lesbornesdelaclasse;
¢ : centredelaclasse;
g : amplitude delaclasse;
d; : densité de la classe.
n; . effectif de la classe i, nombre d’individus dont la modalité du caractére est
comprise entre C; et Ci,1.
Ci+l + Ci
= — 5 a=Cu-C et d=n/a

De la méme maniére que dans le cas discret, on définit :

fi=n,/ n: fréquence relative de lamodalitéi.

j=i
[} . , .

Fi:a f i fréguence rel ative cumul ée croissante.
j=1

Exemple 11 : On considére la taille comme caractére, on a pour un échantillon de 169
personnes, ladistribution suivante :

Tailles (en m) c Effectifs Fréquences Fréguences
[Ci: Cou (en Im) concer nés relatives relatives cumulées
iy i+l n fi Fi
[1,50; 1,60 155 35 20,71 % 20,71 %
[1,60; 1,70 1.65 42 24,85 % 45,56 %
[1,70; 1,80 1.75 53 31,36 % 76,92 %
[1,80; 1,90 1.85 39 23,08 % 100 %
Total - 169 100 % -

Parmi les 169 personnes, 35 mesurent entre 1,50 m et moins de 1,60 m, ce qui représente
20,71 % de I’ensemble de I’échantillon.

76,92 % de I’échantillon mesurent moins de 1,80 m.

Lefait de remplacer laclasse [C; ; Ci.f par ¢; permet de faire des calculs car on ne sait pas
faire des calculs sur desintervalles.

Série statistique : Une série statistique est I’ensemble constitué des x; et n;. On parle aussi
de distribution statistique a une seule variable, comme par exemple :
Tailles et effectifs;
Situations matrimoniales et effectifs;
Ages et effectifs.
Etc.

20
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Question 1 : Comment passer d’une série statistique relative a un caractére discret ou
continu donnée sous forme d’une suite de classes [C;; Ci.1[et d’effectifs n; de ces classes a une
série statistique sous forme d’une suite de valeurs x; et d’effectifs n; relatifs a ces valeurs ?

On doit considérer 2 cas possibles :
1é cas: Classes aamplitudes égales.

Il suffit, dans ce cas, de remplacer chague classe [C; ; Ci.4[ par son élément central ¢; = ( G
+ Civ1 ) / 2 auquel il faut affecter I’effectif n;.

Exemple 12 : On considére la série statistique relative aux poids d’un échantillon de 120
habitants d’une ville, elle se présente comme I’indique le tableau suivant :

Poids (kg) Effectifs
[Ci: Cisa n;
[55; 60[ 5
[60; 65[ 14
[65; 70[ 20
[70; 75] 40
[75; 80[ 18
[80; 85[ 15
[85; 90[ 8
Total 120
Unité statistique : Habitant d’une ville ;
Population . L’ensemble des habitants d’une ville ;
Caractére étudié . Le poids de I’habitant ;
Type de caractére . Variable statistique continue.

On remplace chaque classe par le centre de cette classe, on obtient alors la série équivaente
suivante :

Poids (kg) Effectifs Fréquencerelative
Gi N; f;

57,5 5 4.17%

62,5 14 11.67%

67,5 20 16.67%

72,5 40 33.33%

775 18 15.00%

82,5 15 12.50%

87,5 8 6.67%
Total 120 100%
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Exemple 13 : On considére la série statistique relative aux notes obtenues dans une matiére,

par les étudiants d’une classe d’école :
Notes Effectifs
[Ci; Cinl ni
[6;8 2
[8;10[ 6
[10; 12] 12
[12; 24] 7
[14; 16] 3
Total 30

Unité statistique

Un étudiant ;

Population
Caractére
Type de caractére

L’ensemble des étudiants d’une classe d’école
Note d’étudiant
Variable statistique continue

On remplace chague classe par le centre de cette classe, on obtient alors la série équivalente

suivante:

Notes Effectifs Fréguencesrelatives
ci Xi fi
7 2 6.67%
9 6 20%
11 12 40%
13 7 23.33%
15 3 10%

Total 30 100%

2¢e cas : Classes a amplitudes différentes.

Il suffit, danscecas:

- deconsidérer les amplitudes des différentes classes;;

- decalculer leur Plus Grand Commun Diviseur (PGCD) ;

- de diviser chaque classe par le PGCD pour obtenir plusieurs sous classes qui
deviennent de nouvelles classes;

- Draffecter a chaque nouvelle classe, le quotient de I’effectif de la classe mére par le

nombre de sous classes.

Remarquons que cette méthode repose sur I’hypothese simple suivante qui consiste a
admettre que les effectifs se répartissent de fagon réguliére dans une classe.

22
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Exemple 14 : Reprenons I’exemple 13 et considérons la série statistique relative aux notes

obtenues dans une autre matiere, par les étudiants d’une classe d’école :

Notes Effectifs
[Ci; Cis ni
[0; 6 6
(68 4
[8; 14] 12
[14; 18] 4
Unité statistique Un étudiant ;

Population
Caractere
Type de caractére

L’ensemble des étudiants d’une classe d’école
Note d’étudiant
Variable statistique continue

Dans cette série, les amplitudes des différentes classessont: 6; 2; 6 ; 4. Leur PGCD est 2.
On remplace chague classe par plusieurs autres classes et on obtient alors la série équivalente

suivante :

Notes Effectifs
[Ci X Ci+1[ ni

N

[0;2

[(2;4

[4; 6

[6;8]

[8;10]

[10; 12[

[12; 14]

[14; 16]

NN DIBNIN

[16; 18]

23



Statistique descriptive 1. Tableaux et graphiques

On remplace, apres cette opération, chaque classe par le centre de cette classe, on obtient
alorslasérie équivalente suivante :

Notes Effectifs
[Ci: Ciu . ni
[0;2 1 2
[2;4] 3 2
[4;6] 5 2
[6;8 7 4
[8; 10 9 4
[10; 12] 11 4
[12; 14] 13 4
[14; 16] 15 2
[16; 18] 17 2

Remarque: Ainsi on peut considérer que toute série statistique est donnée, selon les
besoins du traitement numérique :

- Soit sous forme d’une suite de classes [C; ; Ci.1[et d’effectifs n;.
- Soit sous forme d’une suite de valeurs x; et d’effectifs n;

Question 2 : Comment passer d’une série statistique relative a un caractére discret ou
continu donnée sous forme d’une suite de valeurs x; a une série donnée sous forme d’une suite
declasses[C;, Ci.4[ et d’effectifs n; par classe ?

Pour ce faire, on utilise la regle de STURGES donnant le nombre k de classes en fonction
du nombre n des données :

k=1+3,322logyn

Ce calcul donne un nombre réel, on prend aors pour k le nombre entier trés proche du
résultat de calcul de laformule précédente.

Et étant I’étendue E de toute la série statistique, on détermine e, éendue de chaque classe :
e=E/k avec E = Xmyax - Xmin

Xmax €0 Xmin €fant la valeur maximale et la valeur minimale prises par le caractére, les
différentes classes seront alors:

La borne inférieure de la premiére classe C; est égale a Xni, ou a une valeur |égerement
inférieure a Xpin.
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[Ci; Citel
[ Cite; Ci+2¢]
[ Ci+2e; Ci+3¢]

t”Cl+(k-1)e; C,+kel

Exemple 15 : En prenant la taille comme caractere des habitants d’une ville on a les
résultats relatifs & un échantillon de 169 habitants :

Tailles (en m) Effectifs concernés
X n;

1.45 5
1.55 30
1.65 42
1.75 53
1.85 39
Total 169

Unité statistique  :  Habitants d’une ville;

Population : L’ensemble des habitants de la ville

Caractére . Lataille de I’habitant

Typedecaractére : Variable statistique continue
On applique la méthode de STURGES avec les conditions :

N = 169
E=185-145=040

Ce qui donne, aprés calcul, k=1+3.322 l0g;9 169 = 8.40

On prendrak = 8 et e = E/8 = 0.40/8 = 0.05
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La série précédente peut étre transformée en la série équival ente suivante

Tailles (en m) Effectifs concernés
[Ci; Cis ni
[1.45; 1.50 5
[1.50; 1.55] 0
[1.55; 1.60[ 30
[1.60; 1.65] 0
[1.65; 1.70 42
[1.70; 1.75 0
[1.75; 1.80 53
[1.80; 1.85] 0
[1.85; 1.90 39
Total 137

Remarque: on aboutit a 9 classes au lieu de 8 du fait de la configuration des intervalles
définissant les classes.

Exemple 16 : On a mesuré le poids en kilogramme comme caractére pour un échantillon de
80 éléves d’une école. Les données brutes sont reportées dans le tableau suivant :

68 84 75 82 68 90 62 88 76 93
73 79 88 73 60 93 71 59 85 75
61 65 75 87 74 62 95 78 63 72
66 78 82 75 94 77 69 74 68 60
96 78 89 61 75 95 60 79 83 71
79 62 67 97 78 85 76 65 71 75
65 80 73 57 88 78 62 76 53 74
86 67 73 81 72 63 76 75 85 77

Unité statistique  : Eléve d’une école ;
Population : L’ensemble des éléves d’une école ;
Caractére . Lepoids;

Typedecaractére : Variable statistique discréte.

Laplusgrande valeur est : 97
Laplus petite valeur est : 53
L'étendueest: E=97-53=44

On applique la méthode de STURGES avec les conditions :
n=380
E=44
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Ce qui donne, apréscalcul, k = 1 + 3,322 log,, 80 = 7,322
Onprendrak=7ete=E/7=44/7=6

La série précédente peut étre transformée en la série équivalente suivante :

Poids ci ni N; cr N; dé f; F, cr F, dé
1) 2 ©) 4 € (6) )

[52; 58] 55 2 2 80 2,5% 2,5% 100%
[58; 64] 61 12 14 78 15% 17,5% 97,5%
[64; 70 67 10 24 66 12,5% 30% 82,5%
[70; 76] 73 19 43 56 23,75% 53,75 70%
[76; 82 79 16 59 37 20% 73,75 46,25%
[82; 88 85 9 68 21 11,25% 85% 26,25%
[88; 94] 91 7 75 12 8,75% 93,75% 15%
[94 ; 100[ 97 5 80 5 6,25% 100% 6,25%

Total 80 100%

L égendedu tableau :

-(1):
-(2):
: fréguence absolue cumul ée croissante ;
-(4):
-(9):
: fréguence relative cumul ée croissante ;

-(7):

-9

-(6)

Le nombre de personnes pesant entre 64 et moins de 70 kilogrammes est 10, ils représentent

point central delaclasse;
effectif de la classe, fréquence absolue ;

fréguence absolue cumul ée décroissante ;
pourcentage de la classe, fréquence relative ;

fréguence relative cumul ée décroi ssante.

12,5 % des personnes pesées.

Le nombre de personnes pesant au moins 70 kilogrammes est 56, ils représentent 70 % des

personnes pesees.

Le nombre de personnes pesant moins de 82 kilogrammes est 59, ils représentent 73,75 %

des personnes pesées.
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Pour récapituler toute cette premiére partie, donnons, dans un tableau synthétique, gréace a
des exemples, I’ensemble des concepts que nous avons introduits jusque la:

Population Echantillon Caractéres Modalités | Effectifs

-taille - 1m65

Habitants d’une ville | 200 habitants choisis | -poids - 65kg 200
-etc. - etc.

Eléves d’une école 30 élévestriés -notes -135 30

L_|vr_es d\ une 125 livrestriés -thémesdeslivres | - math 125

bibliothéque

. , . : -poids de I’unité -89

Pr_oducﬂon d’une 1_590 unités produites | dimension de 1500

usine triées S
I’unité - 37cm

Letri ou le choix pour constituer un échantillon se fait selon des processus bien précis.
1.2. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES.

Il est trés courant, dans un premier traitement, pour bien visualiser I’allure d’une série
statistique, de la représenter par un graphe. Cette représentation peut étre faite selon plusieurs
manieres, en effet on peut citer les différentes représentations suivantes :

- le diagramme a bandes ;

- le diagramme a secteurs ;

- le diagramme a bétons ;

- I’histogramme des fréquences simples ;
- le polygramme des fréquences ssimples;;
- la courbe des fréguences cumul ées.

Chaqgue type de représentation convient a un type de caractére (qualitatif ou quantitatif,
quantitatif discret ou quantitatif continu) et a un type de série.

Nous donnons dans ce qui suit un ensemble de possibilités de représentations d’une série
statistique en indiquant, chaque fois, le choix du graphe adéquat selon le type de caractére ou
delasérie ains que lesraisons de ce choix.

1.2.1. Caractére qualitatif : Rappelons qu’un caractére qualitatif est un caractére qu’on ne
peut pas mesurer. Dans ce cas, deux types de représentations sont conseillés :

Diagramme a bandes:

Exemple17 : On considere la série statistique relative a la situation familiale d’un
échantillon de 130 personnes :
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Situations familiales Xi Effectifsconcernés: n;
Célibataires 1 30
Mariés 2 35
Divorcés 3 40
Veufs 4 25
Total 130

La représentation graphique d’une telle série peut étre tres bien faite par un diagramme a
bandes.

Effectifs

célibataires mariés divorcés veufs

Modalités de lavariable

Remarques: Lalargeur des bandes est quelconque mais identique pour toutes les bandes.
Seules les hauteurs des bandes indiquent les effectifs ou les fréquences rel atives.

La numérotation des classes de modalités de 1 a 4 est faite uniquement dans le but de
faciliter les représentations graphi ques.

Diagramme a secteurs:

Exemple 18 : On reprend I’exemple 7 et I’on considére la méme série statistique relative a
la situation familiale d’un échantillon de 130 personnes pour laquelle nous avons converti les
effectifs en pourcentage :
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. . - Effectifsconcernés: n;
Situations familiales Xi , . )
Fréquencesrelatives: f;
Célibataires 1 30=23%
Mariés 2 35=27%
Divorcés 3 40=31%
Veufs 4 25=19%
Total --- 130 = 100%

La représentation graphique d’une telle série peut étre trés bien faite par un diagramme a
secteurs.

veufs célibataires
19% 23%

divorcés
31%

Remarque 1 : le méme caractére, situation familiale a pu étre représenté par deux types de
diagrammes.

Remarque 2 : La surface de chague secteur représente, en pourcentage, la fréquence
relative de la modalité indiquée.

Lerayon du cercle est quelconque.

1.2.2. Caractére quantitatif discret : Rappelons qu’un caractére quantitatif est discret
dans le cas d’opérations de comptage, dans ce cas, plusieurs types de représentation sont
possibles.

Diagramme a béatons:

Exemple 19 : On considére la série statistique des notes obtenues dans une matiére, par un
échantillon de 200 étudiants d’un amphithéatre de 500.
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Notes: x; Effectifs: n;
10 55
12 40
14 60
16 45
Total 200

Pour représenter une telle série, on a habituellement recours aux diagrammes a béatons.

70
L

50+ --—4 b
ol 4 ___
04+ --—4 b-————-F ] E—
204+--—4 b-————-F -] E—
pEE— - e . E—
0 ‘ ‘ ‘

Modalités de lavariable

Effectifs

Remarque: La hauteur de chaque béton est proportionnelle a n; ou f; pour la valeur x; du
caractére.

Sur I’axe des X, on reporte les valeurs de x; attribuées aux caractéres afin de pouvoir traiter
la série statistique.

La largeur du baton n’a aucune importance.
Polygone de fréguences::

Les polygones de fréguences sont construits en joignant par une ligne les sommets des
bétons du diagramme en bétons.
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70

60 1

50 1

40 A

30 1

Effectifs

20 A

10 12 14 16
Modalités de lavariable

Polygone de fréquences cumulées ou diagramme en escalier :

Exemple 20 : On reprend I’exemple 18 et I’on considére les notes obtenues dans une
matiére, par un échantillon de 200 ééves, calculons les effectifs cumul és.

Notes: X; Effectifs: n; Effectifs cumulés F;
10 55 55
12 40 95
14 60 155
16 45 200
Total 200 ---

Effectifs cumulés

10 12 14 16
Modalités de lavariable
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1.2.3. Caractére quantitatif continu : Rappelons qu’un caractére quantitatif est continu
dans le cas d’opérations de mesures, dans ce cas, plusieurs types de représentation sont
possibles.

Histogramme:

Un histogramme est un graphique constitué de bandes verticales jointives. On délimite en
abscisses les classes successives de la variable continue, en principe de méme amplitude, et sur
chaque base ains délimitée, on ééve un rectangle de hauteur proportionnelle a la fréguence
correspondante de telle sorte que la surface du rectangle soit proportionnelle a I'effectif
correspondant.

Quand les classes sont de méme amplitude, la hauteur des rectangles est proportionnelle aux
fréquences des classes, €elle est égale numériquement a la fréquence correspondante. Si les
classes n'ont pas la méme amplitude, il est nécessaire d'gjuster la hauteur des rectangles de telle
sorte que la surface du rectangle soit proportionnelle a I'effectif correspondant, la hauteur des
rectangles est égale dans ce cas aladensité de la classe.

Histogramme des fréquences a classes d’amplitudes égales :

Exemple 21 : On considére un échantillon de 530 personnes et I’on prend pour caractere la
somme en DH qu’elles ont dans leur poche.

Montant d’argent DH Effectifs n;
[20; 30 110
[30; 40 120
[40; 50 100
[50; 60[ 200
Total 530

Pour représenter une telle série statistique on a habituellement recours a I’histogramme des
fréquences a classes d’amplitudes égales.
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250

200 A

150 1

ni ou fi

100 4

50 1

Xi

Remarque : On peut regrouper les valeurs discrétes par classes de méme amplitude, il suffit
alors que la hauteur de chaque rectangle soit proportionnelle an; ou f;.

Sur I’axe des x, on reporte les valeurs C;, bornes des classes
du caractére x.

Histogramme des fréquences a classes d’amplitudes inégales :

On peut regrouper les valeurs discrétes par classes d’amplitudes différentes, il suffit alors
gue la hauteur de chague rectangle soit proportionnelle a d;, densité de la classe considérée.

Sur I’axe des x, on reporte les valeurs C;, bornes des classes du caractére x.

Exemple 22 : Larépartition de la surface, en m2, de 100 logements est représentée dans le

tableau suivant :

Surface en m? Nombr e de logements Densités

0a20 10 0,5
20440 20 1
40a60 40 2

60 4100 18 0,45

100 &4 160 8 0,13

160 a260 4 0,04
Total 100

Les amplitudes des classes étant inégales, il convient de calculer les densités afin de

représenter |'histogramme.
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2,5

densité di

0,5

0 t } f

t t t t
10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210 230 250

surface (centres de classes)
Polygone des fréquences: d, ou f;

Exemple 23 : La répartition des soldes d’un échantillon de 150 comptes bancaires est
donnée par le tableau suivant :

[Ci ) Ci+1[ G Effectif
en 1000 DH en 1000 DH n;
[5;15] 10 25
[15; 25[ 20 35
[25; 35] 30 45
[35; 45] 40 30
[45 ; 55[ 50 15
Total --- 150
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50

ni ou fi

10 20 30 40 50
Xi

On construit, a partir de I’histogramme des fréquences.

- Le polygone des fréquences, en joignant les milieux des segments.
- Lasurface du polygone des fréguences est la méme que celle de I’histogramme.

Exemple24 : On reprend I’exemple 23 et on se propose de représenter la courbe des
fréguences cumul ées croissantes.

Courbe des fréguences cumulées croissantes

[Ci; Ciua[ en 1000 DH Ci en 1000 DH Effectif n, F
[5;15] 10 25 25

[15; 25] 20 35 60

[25; 35] 30 45 105

[35; 45] 40 30 135

[45 ; 55] 50 15 150

Total --- 150 ---
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160

140
120

Fi
8

10 20

Les individus sont classés en classes, la fréguence cumulée associée a la classe numéro i
correspond a la proportion d’individus dont la valeur du caractére est strictement inférieure ala

limite supérieure de la classe numéroi.
1.3. EXERCICES D’APPLICATIONS.
1.3.1. Exercice.
A partir des tableaux suivants préciser :

a) l'unité statistique et la population ;

b) lecaractére étudié;
c) lanaturedu caractére étudié;

d) représenter graphiquement ladistribution ;

Structure de I'emploi au Maroc :

Secteursd'activités Part en %

Agricole, forét, péche et mine 49
Industrie, bétiment 34,5
Commerce 19
Hotels et restaurants 2,7
Transport et communications 79
Finances et banques 6,6
Emploi domestique 20,3
Secteur public 4,1

Total 100
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Effectif des stagiaires en formation :

Niveau 1¥© année 2°™ année Total
Technicien spécialisé 1031 - 1031
Technicien 9727 8487 18214
Qualification 12542 9293 21835
Spécidlisation 6573 1335 7908
Total 29873 19115 48988
Répartition du nombre de piéces d’un ensemble de logements :
Nombre de piéces Part en %
1 piece 24,68
2 pieces 21,45
3 pieces 20,50
4 piéces 16,54
5 piéces et plus 16,83
Total 100
Durée de vie des tubes électroniques :
Durée (heures) Nombr e de tubes
400-499 20
500-599 88
600-699 120
700-799 105
800-899 102
900-999 75
1000-1099 20
Total 600

1.3.2. Exercice.

Une étude de marché a mesuré le degré de satisfaction d’un échantillon de 500 clients d’une
banque. L es résultas sont présentés dans le tableau suivant :

Degr é de satisfaction Effectifs
Pas du tout satisfait 223
Insatisfait 187
Indifférent 32
Satisfait 55
Tres satisfait 3
Total 500

a) Quelle est lapopulation étudiée ?
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b) Qud est le caractére étudié ? quelle est sa nature ?

c) Caculer lesfréguencesrelatives ?

d) Représenter graphiquement cette distribution.
1.3.3. Exercice.

Soit la distribution suivante du nombre de piéces dans 300 |logements :

Nombr e de pieces Effectifs
35
51
68
55
49
42
Total 300

ok wWNPE

a) Présenter dans un tableau les différentes fréquences cumul ées.
b) Quel est le nombre de logements possédant au moins 3 piéces ?
¢) Quelle est laproportion des |logements possédant moins de 5 piéces?
d) Qud est e nombre de logements possédant au plus 4 piéces ?
€) Quelle est laproportion des |logements possédant plus de 3 piéces ?
f)  Représenter graphiquement :

- ladistribution des fréquences;

- ladistribution des fréquences cumul ées croissantes ;

1.3.4. Exercice.

On a relevé la recette hebdomadaire en milliers de dirhams de 40 commerces. Les données
brutes sont :

57 60 52 49 56 46 51 63 49 57
86 93 77 67 81 70 71 91 67 82
47 87 92 55 48 90 49 50 58 62
67 89 69 72 75 48 85 90 83 66

a) Présenter les données dans un tableau statistique sous forme de classes.
b) Représenter graphiquement la distribution de fréquences établie.

1.3.5. Exercice.
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L e tableau suivant présente le nombre de femmes en activité selon I'age de 500 femmes actives

Tranched'ages Effectif
[15a20] 14
[20 a25] 70
[25a30[ 100
[30a35] 65
[35a40[ 69
[40 a45] 56
[45 a50[ 63
[50 a55[ 61
55 et plus 2

a) Représenter graphiquement cette distribution de fréquences.

b) Représenter e diagramme des fréquences cumul ées croissantes.

¢) Qud est le nombre de femmes actives agées au moins de 25 ans?

d) Quelle est laproportion des femmes actives &gées de plus de 30 ans ?

1.3.6. Exercice.

Le tableau suivant donne le niveau de scolarité en nombre d’années passées a I’école d’un
échantillon de 200 personnes.

Niveau de scolarité Effectif
[0; 6] 40
[6;12 80

[12; 14] 50
[14; 16] 30
Total 200

a) Représenter graphiquement cette distribution de fréquences.

b) Représenter le diagramme des fréquences cumul ées croissantes.

¢) Quel est le nombre de personnes ayant un niveau de moins de 12 années passées a
I’école?

d) Quel est la proportion des personnes ayant un niveau d’au moins 12 années passées a
I’école?

1.3.7. Exercice.
Soit larépartition des travailleurs d'une entreprise selon I'age :
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11 % d'entre eux ont moins de 20 ans;;
31 % d'entre eux ont de 20 a25 ans;;
26 % d'entre eux ont de 25 a30 ans;
16 % d'entreeux ont de 30 a35 ans;
7 % d'entreeux ont de35a40 ans;

9 % d'entre eux ont 40 ans et plus.

a) Représenter graphiquement cette distribution.
b) Représenter le diagramme des fréguences cumul ées croissantes.

1.3.8. Exercice.

Un organisme chargé de réaliser des enquétes statistiques gére un réseau de 125 enquéteurs. La
direction de cet organisme décide d'étudier la répartition de ses enquéteurs selon le nombre
d'enquétes qu'ils ont réalisées. Les données collectées a ce sujet sont résumées dans e tableau
Ci-aprés:

Nombre d'enquétesréalisées Effectifs
5 8
10 12
15 35
20 40
25 20
30 10

Représenter graphiquement cette série statistique.
& Par un polygone des fréquences rel atives
b- Par une courbe des frégquences rel atives cumul ées croi ssantes.

1.3.9. Exercice.

L e tableau suivant donne la distribution de fréquences du nombre d'enfants dans 300 familles.
Nombre d'enfants Nombre de familles
13
22
46
49
58
42
39
plus de 6 31

ook~ wNEO
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Total

300

a)
b)
0)
d)
e
f)
)

Calculer les différents types de fréquences cumul ées.

Etablir e diagramme de fréguences et |e diagramme de fréguences cumul ées.
Quél est le nombre de familles ayant au plus 4 enfants ?

Quél est le nombre de familles ayant au moins 2 enfants ?

Quél est le pourcentage des familles qui n'ont pas d'enfants ?

Qudl est le pourcentage des familles qui ont des enfants ?

Quél est le pourcentage des familles qui ont moins de 4 enfants?

1.3.10. Exercice.

Une coopérative laitiére fabrique un fromage qui doit contenir, selon les étiquettes, 45 % de
matieres grasses. Un institut de consommation dont le role est de vérifier que la qualité des
produits est bien celle qui est affirmée par I'étiquette, fait prélever et analyser un échantillon de

100 fromages. Les résultats de I'analyse sont consignés dans |e tableau suivant :

Taux de matiéres grasses Nombr e de fromages
[41,5-42,5] 1
[42,5-43,5] 11
[43,5- 44,5 24
[44,5- 45,5 38
[45,5 - 46,5] 22
[46,5- 47,5 3
[47,5-48,5] 1

a) Représenter graphiquement cette distribution.

b) Représenter e diagramme des fréquences cumul ées croissantes.
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CHAPITRE 2
CARACTERISTIQUES DE TENDANCE CENTRALE

Lescaractéristiques de tendance centrale, appelées aussi paramétres de position,
servent a caractériser I'ordre de grandeur des observations. L es principaux
paramétres de position sont : les moyennes, le mode, la médiane, et la médiale.

Pour les caractéristiques centrales, nous ne nous intéressons qu’aux séries statistiques
relatives a des caractéres quantitatifs discrets ou continus, c’est-a-dire des séries statistiques
données souslesformes: (x;) , (X ; ) ; (% ; fi) ; (ci; m) ou(c ; ).

2.1. LESMOYENNES.
On peut réduire un ensemble d'observations en une seule obser vation constante

appelée moyenne. La moyenne est donc une valeur qui se présente comme s toutesles
observations lui éaient égales.

On distingue plusieurs types de moyennes :
- lamoyenne arithmétique ;
- lamoyenne géométrique ;
- lamoyenne harmonique ;
- lamoyenne quadratique.
2.1.1. Moyenne arithmétique.
2.1.1.1. Moyenne arithmétique simple.
L a moyenne arithmétique simple, qu'on appelle couramment moyenne, d'une série de

plusieur s observations est égale a la somme de toutes les observations divisée par le
nombr e de ces obser vations.
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Dans le cas d'une suite de n observations : X, X, ..., X, ..., X, |a moyenne est égale, par
définition a:

(¢}
a X
— =1

n n

So XPN Pt

n
. . 9 o L , .
L’introduction du terme @ X; doit étre explicitée, en effet on convient habituellement
i=1
d’écrire, en mathématique :

- o-

Xi =X F X+ Xzt L X Ll X,

i=1

Dans le cas d’une série statistique donnée par un ensemble (x; , n;), c'est-a-dire lorsque
chaque valeur x; est répétée n; fois et qu’il y a k valeurs x; différentes, la moyenne arithmétique
simple d’une telle série se déduit de la formule précédente :

k
o)

_oanx

— =1 2
X=——— avec n=an

o) _
a ni i=1

i=1

De méme dans le cas d’une série statistique donnée par un ensemble (x; , f;) la moyenne
arithmétique simple se déduit de la formule précédente :

- &
x=a fix
i=1
K K
_ 8 _n o) _
aecn=gn, ; f=— e Qf=1
i=1 n i=1

Dans le cas d'une variable statistique continue groupée en classes, la moyenne arithmétique
simple est donnée par les formules suivantes :
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&
) a NicGi
X = —ii = a fic
ani =1
i=1
Ci +Ci+l
G est le point central delaclassei, il est tel que: C; :T

Exemple 1: On considéere I’ensemble des notes obtenues par les étudiants d’une classe
d’une école, dans une matiére ; on a la série statistique suivante donnée sous la forme simple
(x;) et pour laguelle on demande de calculer la moyenne arithmétique simple.

12 11 13 12 13
15 13 12 13 11
13 15 11 11 12
12 12 10 12 15

La moyenne arithmétique simple de cette série est facile acalculer, elle est égale a:

Exemple 2: On considére la méme série statistique qu’on représente maintenant sous la
forme (x; ; m;) pour laquelle on demande de calculer la moyenne arithmétique ssimple.

Xi

10
11
12
13
15

>

w|a|~N(D |k
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Le calcul de la moyenne arithmétique simple peut étre facilement fait selon le tableau
suivant :

Xi n; nN; X;

10 1 10

11 4 44

12 7 84

13 5 65

15 3 45
Total 20 248
Moyenne --- 124

Exemple 3 : On considere la méme série statistique qu’on représente sous la forme (x; ; f;)
pour laguelle on demande de cal culer la moyenne arithmétique simple.

X n; fi
10 1 5%
11 4 20%
12 7 35%
13 5 25%
15 3 15%
Total 20 100%

Le calcul de la moyenne arithmétique simple peut étre facilement fait selon le tableau
suivant :

Xi N; fi fi X;

10 1 0,05 0,5

11 4 0,20 2,2

12 7 0,35 4,2

13 5 0,25 3,25

15 3 0,15 2,25
Total 20 100% 12,4
M oyenne --- --- 124

On voit, sur ces 3 exemples, que pour calculer la moyenne arithmétique ssimple, on utilise
I’une des 3 formules selon laforme dans laquelle est donnée la série statistique.

Exemple 4 : On a procédé au recensement des 50 salariés de la société STM en relevant les
salaires horaires qu’ils percoivent. Les données brutes sont :
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34 36 45 62 37 43 42 102 31 42
51 30 61 63 47 105 52 43 81 95
92 77 60 36 48 49 65 71 78 81
43 52 63 71 43 42 51 55 61 41
93 82 83 47 54 61 102 33 48 55

La moyenne arithmétique simple d’une telle série est égale a :

ax 2939
x=1 =299 _sa78pH/h
50 50

Chaque salarié de |a soci été touche, en moyenne, 58,78 DH par heure.

Exemple 5: Une enquéte, chez 1000 commercants, porte sur le nombre d’agents qu’ils
emploient. Les résultats obtenus sont représentés dans le tableau suivant :

Nombre d'employés Nombre de commercants | proportion des commer cants

Xi N i
0 50 5%
1 100 10 %
2 200 20 %
3 150 15%
4 120 12 %
5 160 16 %
6 130 13%
7 90 9 %

Total 1000 100 %

La moyenne arithmétique simple d’une telle série est égale a :

8

[«
a niX;

4 _ 8 3640 _ .

X =—=——=a fiX; = —— =364employéspar commercant
601 N iz 1000

i=1
Chague commercant emploie, en moyenne, trois a quatre employés.

Exemple 6 : La répartition de la surface, en m?, de 100 logements est représentée dans le
tableau suivant :
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Surface en m? Nombr e de logements Point central
0a20 10 10
20a40 20 30
40 a60 40 50
60 a100 18 80
100 a 160 8 130
160 a 260 4 210

La moyenne arithmétique simple d’une telle série est égale a :

J

) a NiGi

X = % = gfici :%260,20 m? par logement
ani =1

i=1
La superficie moyenne d’un logement est de 60,20 m2,

2.1.1.2. Moyenne arithmétique pondér ée.

L a moyenne arithmétique ssimple suppose que toutes les obser vations ont la méme
importance, ce qui n'est pastoujoursle cas. La moyenne arithmétique pondér ée
intervient dansle cas ou les observations n'ont pasla mémeimportance. |1 s'agit
d'associer a chaque observation un coefficient de pondération indiquant son poids
parmi les autres observations.

a; est le poids affecté al'observationi.

Exemple 7 : Un étudiant a eu 14 sur 20 au contr6le continu, 12 sur 20 a I'examen partiel et
13 sur 20 a I'examen final. Les trois notes n'ont pas la méme importance. On associe un
coefficient de 1 a la note du contrdle, un coefficient de 2 a la note de I'examen partiel, et un
coefficient de 4 a la note de I'examen final. La note moyenne de I'année obtenue par cet
étudiant est :
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3
S AAX o s 13
x=Z = ~12.86
éa. 1+2+4

2.1.1.3 Propriétés de la moyenne arithmétique.
* Propriété1: Transformation linéaire

Latransformation linéaired'une variable statistique x en une autrevariabley telle
que:

y =ax + b avec aet b deux constantes quelconques

La moyenne dey peut étre obtenue directement a partir dela moyennedex :

ay Aafx+b) agx +n’ b
-y:izl — =l —_i=l
n n n
3
) a X i
y=a 2—+b = ax+b
n

La moyenne d'unetransformation linéaire est donc une transformation linéaire de la
moyenne.

Exemple 8 : Le tableau suivant présente les prix en DH de 100 ordinateurs portables
achetés dans différents points de vente :

Prix Nombre d’ordinateurs
10000 - 11000 9
11000 - 12000 10
12000 - 13000 10
13000 - 14000 14
14000 - 15000 16
15000 - 16000 14
16000 — 17000 12
17000 - 18000 15
Total 100
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Pour calculer la moyenne des prix des ordinateurs, on peut utiliser la propriété de la
transformation linéaire dans le but de simplifier les calculs.

On effectue un changement de variable, c'est-a-dire, on remplace la variable prix par une
autre variable y de telle sorte que le prix soit une transformation linéaire de .
p-b

a

Il faut choisir les constantes a et b qui donnent des valeurs trés simples de y. On choisit la
constante b parmi les valeurs de p, de préférence une valeur du milieu, pour avoir une valeur
nulle de y au milieu. On choisit la constante a comme étant le plus grand diviseur commun des
valeursde (p - b) (le plus souvent a est I'amplitude constante des classes) pour avoir des valeurs
entieresdeyy.

p=ay+b Donc: y=

Pour notre exemple, on choisit :

b =13500 et a=1000
4 - P- 13500
1000

Lesvaleursdey sont tres simples, on peut calculer facilement lamoyenne dey.

Nombre Point central
Prix d’ordinateurs Vi n; Yi
(ni) (Ci)
10000 - 11000 9 10500 -3 -27
11000 - 12000 10 11500 -2 -20
12000 - 13000 10 12500 -1 -10
13000 - 14000 14 13500 0 0
14000 - 15000 16 14500 1 16
15000 - 16000 14 15500 2 28
16000 - 17000 12 16500 3 36
17000 - 18000 15 17500 4 60
Total 100 83
g ny
DAl
-z =83 -pg3
8 100

i=1

On calcule facilement la moyenne gréace aux formules de la transformation linéaire :
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p=1000" y +13500=1000" 0,83+ 13500 =14330 DH

* Propriété 2 : La moyenne des écarts par rapport ala moyenne est nulle.

La somme des différences par rapport ala moyenne est toujours nulle.

n -

o g ;o sl ;o
a-x)=gax;-n"x=n"x-n"x=0
i=1 i=1

* Propriété 3: La somme des carrées des écarts par rapport a la moyenne est
minimale.

& (x -7 =410 - )+ (x- A
SA 1K, - 0 +2(% - X% 8) +(x- 3)°]

i=1

S8 (X - )P+ A 2%, - X)(x- B+ & (x- 8’

a(X-a2=8 (X - X)2+2x- A (X, - )+ & (x- a)?
i=1 i=1 i=1 i=1
a(%- a7 =34 (x-%7+n" (x- &)’

Cette expression est positive, elle est donc minimale lorsque :

(x- @) =0 Cest adirelorsque a=x
2.1.2. Moyenne géométrique.
2.1.2.1. Moyenne géométrique simple.
La moyenne géométrique simple est calculée pour des observations positives. Elle est égale

ala racine n®™ du produit de I’ensemble des n observations. Elle est utilisée principalement
lorsgu'on raisonne en taux de croissance.
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La moyenne géométrique est égale, par définition, dans le cas d’une suite de n observations

X1y X2y eeey Xiy ooy Xp Q-

] — n —
Xg =X, X, " X_ =X X5 - x )NV =[O x.1N
g\/12 n = % n) [.9 i

=1

Exemple 9 : On considére une action qui a accusé, en bourse, durant le 1% semestre de
I’année 2005, les taux d’augmentation mensuels suivants : +2,1%; 1,3%; 0,5%; 0,9%; 1,4% ;
3,8%. Calculer le taux d’augmentation mensuel moyen de I’action durant le 1% semestre 2005.

C’est I’exemple type de I’application de la moyenne géométrique simple :

Remar que : Rappelons que pour une variable qui a accusé un taux d’augmentation de 2%

par exemple, on multiplie cette variable par 1,02 pour trouver la nouvelle valeur de la

variable.

Ainsi si I’action a comme valeur 25,35 DH en Janvier et qu’elle subisse un taux

d’augmentation de 2,1% entre janvier et février, sa valeur, en février est égale a :
25,35 x 1,021 = 25,88 DH.
Donc nous allons, tout le temps, utiliser cette remarque lorsqu’il s’agit de taux.

Revenons a I’exemple 9 et calculons le taux d’augmentation mensuel moyen de I’action :

t =§/L021 1,013” 1,005 1,009° 1014 1,038 - 1=1,66%

Exemple 10 : La population marocaine est passée, entre 1994 et 2004 de 26 019 000 a
29 800 000.

Quel est le taux global d’augmentation de la population pendant les 10 années ?
Qudl est le taux annuel moyen d’augmentation de la population ?

Entre 1994 et 2004, |e taux global d'accroissement de la population marocaine est :
_ 29800- 26019, 100 = 1453%

26019
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Le taux d'accroissement annuel moyen est t tel que:

26019" (1+1) = 29800

L+t yo = 29800
26019

t =1/11453 - 1=0,0137 =137 %

11453

Entre 1994 et 2004, |a population marocaine a augmenté en moyenne, de 1,37 % par an.
2.1.2.2. Moyenne géométrique pondér ée.

De méme que pour la moyenne arithmétique simple qui suppose que toutes les
observations aient la mémeimportance, ce qui n'est pastoujoursle cas, la moyenne
géométrique pondéréeintervient dansle casou les observations n'ont pasla méme
importance. || s'agit d'associer a chaque observation un coefficient de pondération
indiquant son poids parmi les autres observations.

)_(g = a\-/xlal' X2a2, L xnan

: 1
Xg= (171 %72 - xp®M)n
- k 5.1 Kk ¢
Xg = [O Xial]a Z-O Xifl
i=1 i=1
a ; est le poids affecté al'observationi.
S
Avec a = g q;

i=1

C’est le cas de séries statistiques discretes données sous la forme (x; ; n;) ou (x; ; f;), lorsque,
dansles séries, lavariable x; est répétée n; fois (ou f; en %) et qu’il y a k observations distinctes.

Danslecasd'une série statistique continue, on définit la moyenne géométrique
pondér ée comme suit :
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1

Xg = R‘/Cfl' chz’ .. e =(cir e .. c)h

C:i +Ci+1

C est le point central delaclassei, il est tel que: C, = >
Exemple 11 : Etude du taux de variation d’une action en bourse.

Le tableau suivant donne I'évolution du taux d’augmentation de la valeur d’une action, en
bourse, entre janvier et décembre 2005.

Périodes Taux d’augmentation mensuel moyen
Entrejanvier et avril 2,03% par mois en moyenne
Entre mai et juillet 0,69% par mois en moyenne
Entre ao(it et décembre 2,13% par mois en moyenne

Quél est le taux global de variation de la valeur de I’action entre janvier et décembre 2005 ?

Quel est le taux mensuel moyen de variation de la valeur de I’action entre janvier et
décembre 2005 ?

S’agissant de taux d’augmentation mensuels relatifs a des périodes différentes, de nombres
de mois différents, il y a lieu d’affecter chaque taux d’un poids égal aux nombres de mois
contenu dans la période ;

Le taux d’augmentation global de la valeur de I’action est :
t =1,02034" 1,00693" 1,02135 - 1=22,92%

Le taux d’augmentation mensuel moyen de la valeur de I’action entre janvier et décembre
2005 est alors égal a:

t=%1,2294-1=1,73%

2.1.2.3. Propriétés de la moyenne géométrique.
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L a moyenne géométrique est aussi égale a I'exponentielle de la moyenne arithmétique
deslogarithmes des variables statistiques.

n
1 a Logx.
- D - 1 D |:1 I
Logxg =Log[ O xi]” =—Log[ O x;]=
i=1 n i=1 n
n
a4 Logx.
|
X =exp (L2 )
g

2.1.3. Moyenne har monique.
2.1.3.1. Moyenne har monique simple.

L a moyenne harmonique ssimple est égale a l'inver se de la moyenne arithmétique des
inver ses des observations. Son usage simpose lorsque la variable statistique est un
quotient (colt moyen, vitesse moyenne, etc.).

Dans le cas d'une suite de n observations Xy, Xy, ..., X;, ..., Xn, toutes distinctes et de poids
identiques, la moyenne harmonique simple est égale a:
n
1
a N
i=1 X
Exemple 12 : Calcul de la vitesse moyenne.

Xh =

On considére un automobiliste qui fait 80 km et qui parcourt chaque 20 km avec des
vitesses moyennes différentes, soient successivement 90 kmvh, puis 75 km/h, ensuite 85 km/h et
enfin 115 km/h.

Quelle est la vitesse moyenne de I’automobiliste ?
Comme il s’agit de vitesses moyennes, toutes relatives a la méme distance de 20 km, elles
doivent avoir le méme poids. Montrons donc que la vitesse moyenne sur les 80 km est la

moyenne harmonique des vitesses.

En effet, le temps t mis pour parcourir une distance d ala vitesse v est donné par laformule
smple:t=d/v.

Ainsi le temps global t est la somme des quatre tempst; :
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t=t, +t, +t, +t,

a4
Vl

dy
V3

<l

d, d, ¢ d,
+ -2 + +-—4=3 ">
V, v, GV

En divisant les 2 membres de cette égalité par d et en constatant que di / d = 1/ 4 on trouve
facilement le résultat recherché :

g 1
1_9v
v 4
é; 1
C'est-a-dire d’une fagon plus générale : % = izlnvi

1(i+i+i+i):o,01123
4°'90 75 85 115

1 —
\'
Soit apréscaleul : V = 89,077 kmvh

2.1.3.2. Moyenne har monique pondér ée.

L a moyenne har monique pondér ée intervient dansle cas ou les observations n'ont pas
lamémeimportance. |l sagit d'associer a chaque observation un coefficient de
pondération indiquant son poids par mi les autr es observations.

* Casd'une série statistique discréte : dans laquelle la variable statistique x; est répétée n;
fois (ou f; en %), lorsgue la série est de laforme (x; ; ny) ou (X; ; f;).

an

xp =z =1
Y
i= Xi i=1 A

* Casd'une série statistique continue:
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X
B an
Xp = = L=
kn &f
a a—
i=1 C; i=1C;
. .o C:i +Ci+1
c est le point central delaclassei, il est tel que: C; :T

Exemple 13 : Calcul de la vitesse moyenne.

Reprenons I’exemple de I’automobiliste et supposons que maintenant il ait roulé sur
un trajet de 100 Km a une vitesse de 90 Km/h, sur les 10 premiers kilométres; de 100
Km/h sur un trajet de 30 Km, et de 120 Km/h sur les 60 der nierskilométres.

L'automobiliste a parcouru le trajet de 100 Km avec trois vitesses moyennes différentes sur
des trgjets de différentes longueurs :

Vitesses moyennes Trajets
Vl = 90 km/h d]_ =10 km
V, =100 knvh d>=30km
V3 =120 km/h d; =60 km

Total 100 km

Comme il s’agit de vitesses moyennes relatives a des distances différentes, elles doivent étre
affectées de poids différents. Montrons donc que la vitesse moyenne sur les 100 km est la
moyenne harmonique pondérée des vitesses.

En effet, le temps t mis pour parcourir une distance d a la vitesse v est donné par laformule
smple:t=d/v.

Ainsi le temps global t est la somme des quatre tempst; :

t=t, +t, +t, +t,

:i+£+$+ d4
1 Vs

d, _2 4
V4 '1Vi

<l
Qo-

En divisant les 2 membres de cette égalité par d et en posant a; = d; / d, on trouve
facilement le résultat recherché :
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1 ¢ 1 10
== a, — avecparexemplea, =— =010

v adiy avecpaeempled =95,
< " 1 ¢ 1
Clest-a-dire d’une fagon plus générale: == g a, —
\' i=1 Vi

Aprés calcul, on trouve V =109,8 km/h.
Exemple 14 : Calcul du colt moyen d’un stock.
Calculer le colt moyen d’une piéce de rechange stockée dans le magasin de

I’entreprise si I’on suppose que le stock ait été approvisionné, a différents prix, en
plusieurs étapes.

Etapes Nombre de pieces achetées Prix unitaires des pieces
N° 1 10 12,35 DH
N° 2 25 13,12 DH
N° 3 20 13,46 DH
N° 4 45 14,07 DH

Comme le colt est un rapport, montrons que le colt moyen est la moyenne
harmonique pondér ée des différents colits. En effet, les colits moyens auxquels les
piéces de rechange ont été achetées sont relatifs a deslots de différentestailles, ce qui
fait que ces colits doivent étre affectés de différents poids.

Convenons d’appeler, dans ce qui suit, pour le lot i, cu; le co(t unitaire, ct; le colt total
et n; le nombr e de piéces de rechange achetées.

Nous avons I’égalité suivante évidente relative aux nombres de pieces de rechange :

4
o

r]:nl-l-nZ-l-nS-'-r]4:a.r]i
i=1

C
Or comme N, =—- ona: N=

CUi CuU i=1 Ui

=
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En divisant les2 membres de la derniere égalité par ct et en posant &; = ct;/ ct on
trouve la formulerecherchée, a savoir :

L_ge 1 g1
cu i ctoou L e,

Avec par exemple:

ct, _ 25" 1312
g ot 10" 12,35+ 25" 1312 + 20" 13,46 + 45" 14,07
i=1

=0,2422

a, =

Le co(t moyen d’approvisionnement de la piece de rechange est, apreés calculs, égal a :
13,51 DH/unité.

2.1.4. Moyenne quadratique.

L a moyenne quadratique est laracine carr ée de la moyenne arithmétique des carr ées.
Elle est trésrarement utilisée.

* Casd'une suiteden observations: Xq, Xa, ..., Xi, +.., Xn

* Cas d'une série statistique discréte : lorsque chague variable x; est répétée n; (ou f; en
%) fois dans la série et qu’il y a k valeurs différentes.
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* Casd'une série statistique continue :

G est le point central delaclassei, il est tel que: C, =

Exemple 15 : Dans une entreprise produisant des piéces pour I’assemblage d’une machine
on veut contrdler si la longueur moyenne des pieces est conforme a la norme de 12 cm. La
production est jugée comme conforme si I’écart moyen par rapport a la norme ne dépasse pas 1
cm. A cette fin on a mesuré la longueur d’un échantillon de 16 piéces dont les résultats sont :

11 10 125 108 135 115 13 125
13 135 115 132 105 125 11 115

Peut-on admettre que le produit de I’entreprise est conforme a la norme ?

Calculons les écarts par rapport alanorme:

-1 -2 05 -1,2 15 -0,5 1 0,5
+1 15 -0,5 1,2 -15 0,5 -1 -0,5

On voit bien que certains écarts sont positifs et d’autres sont négatifs ; le calcul de la
moyenne arithmétique n’est pas approprié car les écarts négatifs vont compenser les écarts
positifs. La moyenne qu’il faut calculer est la moyenne quadratique.

(-12+(-22+05+(- 1292 +152+(-052 +12+05 |
16
124152+ (- 05)2+1,22 + (- 152+ 0,52+ (- 1)2+ (- 0,5)2
16

)-(q =1,09cm

L’écart moyen par rapport a la norme est de 1,09 cm, il dépasse I’écart moyen toléré qui est
de 1 cm, on ne peut donc admettre que le produit de I’entreprise est conforme a la norme.
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Remarque : On peut montrer que la moyenne harmonique est inférieure ou égalea la
moyenne géométrique qui est inférieure ou égale a la moyenne arithmétique qui est
inférieure ou égale a la moyenne quadratique.

X EX; EX £ X,
Exemple 16 : On peut aisément vérifier de telles inégalités dans I’exemple simple
suivant.

On considérela série statistique simple constituée des cing observations suivantes: 2 ;
5;6; 8¢t 10.

On trouve, aprésun calcul facile que:

1,1,1,1, 1y =
== (2 5+6 8+10) 0,2729b Xn = 3,664

Xg=5/2 5 6 8 10=5,448

— 245+6+8+10
X 5

e [22+52+62+82+102
\ 5
Et I’on a bien :
(Xh = 3,664) £ (Xg =5,448) £ (X =6,2) £ (Xq = 6,767)
2.2. LE MODE.

Le mode est I’observation la plus fréquente dans une série statistique.

=6,2

= 6,767

* Cas d'une suite de n observations: Le mode d'une série statistique est I'observation que
I'on rencontre le plus fréquemment. Le mode peut ne pas exister, et sil existe, il peut ne pas étre
unique.

Exemple 17 : On considere les séries d’observations suivantes :

a)3;5;8;8;8;10;10;10;10;10;14;18;20;24;24
b)4;8;10;10;10;10;14;18;22;22;22;22;26

¢) 5,11, 14, 17, 18, 21, 23, 26, 29, 30, 32, 35, 38
d)12;23;34;23;35;23;52;23;33;56;23;23;40

Dans ces exemples, on a successivement :
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- pour lecasa: Le mode est 10.

- pour lecasb : Il y adeux modes, 10 et 22.
- pour le cas c : Le mode n’existe pas.

- pour lecasd : Le mode est 23

* Casd'une série statistique discréte : Le mode correspond alavaleur qui posséde la plus

grande fréquence.

Exemple 18 : Soit la distribution du nombre d'employés observés chez 1000 commercants.

Nombre d'employés Nombre de commer cants proportion des
Xi (ny) commer cants (f;)
0 50 5%
1 100 10%
2 200 20%
3 150 15%
4 120 12%
5 160 16 %
6 130 13%
7 920 9%
Total 1000 100 %

Lavariable x; nombre d'employés a pour mode 2, ¢'est-a-direla plupart des
commer ¢cants ont deux employés.

* Cas d'une série statistique continue: Dans le cas d'une variable statistique continue
groupée en classes, on parle de classe modale, elle correspond a la classe dont |a fréquence est
la plus élevée. Le mode correspond a la valeur de la variable qui correspond au maximum de
I'histogramme. C'est le point central de la classe modale si les classes ont 1a méme amplitude,

dansle cas contraire, il faut travailler avec les densités.

Exemple 19 : Larépartition de la surface, en m2, de 100 logements est représentée dans le

tableau suivant :

Surface en mz?

Nombre de logements

0a20

20440

40460
60 4100
100 a4 160
160 a260

10
20
40
18
8
4

Lesamplitudes des classes étant inégales, il convient de calculer lesdensités.
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Surface en m? Nombr e de logements Densités

0420 10 0,5
20440 20 1
40 a60 40 2

60 a100 18 0,45

100 4160 8 0,13

160 &4 260 4 0,04
Total 100

En cherchant la plus grande densité, la classe modale est |a classe 40 & 60 m2, le mode
est égal au centre dela classe modale, a savoir : 50 m2.

2.3. LA MEDIANE.

La médiane d'unevariable statistique est une valeur pour laquelle, la moitié des
observations lui sont inférieure ou égales et la moitié supérieuresou égales. La
médiane partage donc le nombretotal d'observations en deux parties égales. La
médiane est un paramétre statistique qui ne dépend que du nombre d'observations.

Pour déterminer la médiane, il faut raisonner en terme de fr équences cumulées, la
médiane est alorsla valeur delavariable qui correspond a la moitié de ' effectif total.

* Casd'une série statistique discr ete.

n+1
Si le nombre d'observations est impair, la médiane est I'observation de rang T .

Me: Xn+1
2

Si le nombre d'observations est pair, la médiane est comprise entre I'observation de rang %

n
et I'observation de rang E + 1. On prend comme valeur de la médiane la moyenne arithmétique

simple des deux observations.

X, EMe£X,
— —+1
2 2
X, +X,
— —+1
Me=—2—2—
2

Exemple 20 : Soit la distribution du nombre d'employés observés chez 1000 commergants.
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Nombred'employés | Nombredecommercants | Fréquencescumulées croissantes

X; () Fic

0 50 50

1 100 150
2 200 350
3 150 500
4 120 620
5 160 780
6 130 910
7 90 1000

Total 1000

Le nombre d'observations, 1000, est pair, la médiane est comprise entre I'observation de
rang 500 et I'observation de rang 501. On prend comme valeur de la médiane la moyenne
arithmétique simple des deux observations.

Xego EMEE X,

Me = X500 + X501

En consultant les fréquences absolues cumulées croissantes, Xsqo correspond a 3 et Xso;
correspond a 4. Lamédiane est donc :

Me:ﬂ:3’5
2

L a moitié des commer ¢cants emploient 3 employés ou moins, et la moitié emploient 4
employés ou plus.

* Casd'une série statistique continue.

Pour des données groupées en classes, la classe médiane est |a classe qui contient la
médiane. On déter mine la médiane par interpolation linéaire.

Désignons par :

[Ci; Cisa] : laclasse médiane;

n : lenombre total des observations;
F : lafréquence absolue cumul ée croissante ;
n; : lafréquence absolue de la classe médiane.

Lamédiane est comprise entre C; et Ci;

Ci<Me<C

Deméme: F < n . F
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Fréquence cumulée
y

F

50 % = n/2

Fi1

»

Caractére

Ci Me Ci+1

On suppose que la distribution au sein de la classe médiane soit réguliere.

Cn-GC _ Me-GC

Ainsi :
F- R %_ F.1
; . =G Cn-GC-(n._ )
Cequi donne: Me = Ci + EE (2 F-1)

Exemple 21 : Larépartition de la surface, en m2, de 100 logements est représentée dans le
tableau suivant :

Surface en m? Nombre de logements F. cumulées croissantes
0a20 10 10
20440 10 20
40 460 50 70
60 &100 18 88
100 4160 8 96
160 &260 4 100
Total 100

En consultant les fréquences absolues cumulées croissantes, la classe médiane est la
classe 40 a 60 m2. La médiane est donc :
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40<Me<60
20<50<70

60- 40 _ Me- 40
70- 20 50- 20

Me = 40 + %x30=52m2

La moitié des logements ont une superficie inférieure ou égale a 52 m? et la moitié des
logements ont une superficie supérieure ou égale a 52 ma.

24. LA MEDIALE.

Lamédiale est une valeur telle que la somme des observations qui lui sont inférieures
est égale a la somme des observations qui lui sont supérieures. La médiale partage
donc la somme des obser vations en deux parties égales. La médiale est un parameétre
statistique qui dépend dela somme de toutes les observations.

Pour déterminer la médiale, il faut raisonner en terme de sommes cumulées, la
médiale est alorslavaleur delavariable qui correspond a la moitié de la somme des
observations.

Lamédiale calculée pour une variable statistique groupée en classes, la classe médiale est la
classe qui contient lamédiale. On détermine la médiale par interpolation linéaire.

Désignons par :
[Ci; Ciul : laclasse médiale;

k
[« .

S=a N,C; :lasomme des observations;
i=1
i

S=an iCj |a somme des observations cumul ée croissante;
=1

n; ¢ : lasomme des observations de la classe médiale.

Lamédiale est comprise entre C; et Ci;

Ci<M|<Ci+1
S1<3 <

Sommes cumulées
y

66

v



Statistique descriptive 2. Caractéristiques de tendance centrale

50 % = §/2

Si1

Caractére
Ci Ml Ci +1

On suppose que la distribution au sein de la classe médiale soit réguliére.

Cn-GC _MlI-GC

Ains :
S-S1 S._ o
5 S
—c4+Cu-G-(S_a
Ml_C'+S-S.1 (2 S-)

Exemple 22 : Larépartition de la surface, en m2, de 100 logements est représentée dans le
tableau suivant :

Surface en m2 Nombre de Point central G Sommes Sommes cumulées
logementsn; niX; croissantes
0a20 10 10 100 100
20240 20 30 600 700
40a60 40 50 2000 2700
60 a100 18 80 1440 4140
100 2160 8 130 1040 5180
160 2260 4 210 840 6020
Total 100 6020

Lamoitié de la somme des observations est :
6

]
n.c
anc  goo0

=1 = 3010
2
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En consultant les sommes cumulées croissantes, la classe médiale est |a classe 60 a 100
m2. La médiale est donc:

60 < Ml < 100
2700 < 3010 < 4140

100-60 _ _ MI-60
4140- 2700 ~ 3010- 2700

MI =60 + 12'20X 310 = 68,61 m?

La moitié dela superficie totale des 100 logements est répartie sousforme de
logements dont la superficie est inférieur e ou égale a 68,61 m2 et |'autre moitié sous
forme de logements dont la superficie est supérieure ou égale a 68,61 m2

2.5.LESFRACTILES.

De méme que la médiane nous a per mis de partager la population en deux parties
égales, lefractiled'ordre p permet de partager la population en p parties égales,

100
chaque partie contient — % du nombre total des observations. Ainsi les quartiles,
Y
déciles, centiles vont respectivement nous per mettre de partager la population
respectivement en quatre, dix et cent parties égales.

25.1. Lesquartiles.

Lesquartiles partagent le nombre total des observations en quatre parties égales,
chaque partie contient 25% des observations. On définit trois quartiles.

Le premier quartile Qy : C'est unevaleur pour laquelle un quart des observations
(25%) lui sont inférieures ou égales et trois quarts des observations (75%) lui sont
supérieuresou égales.

Ledeuxiéme quartile Q, : C'est unevaleur pour laquelle deux quarts des observations
(50%) lui sont inférieures ou égales et deux quarts des observations (50%) lui sont
supérieuresou égales. Il est aussi égal ala médiane.

Letroiseme quartile Q3 : C'est unevaleur pour laquelletrois quarts des observations
(75%) lui sont inférieuresou égales et un quart des observations (25%) lui sont
supérieures ou égales.
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Pour le calcul desquartiles, on utilise la méme méthode de calcul que pour la médiane.
Pour des données groupées en classes, on détermine un quartile par interpolation
linéaire.

Désignons par :

[Ci; Ciul : laclasse qui contient le quartile ;

n : le nombre total des observations;
F : la fréguence absolue cumulée croissante ;
n; . lafréguence absolue de la classe qui contient le quartile ;

Le quartile numéro j, Qj est compris entre C; et Ci41

Ci<Q <Cn
i n
Fia< JT <F
Fréjquence cumulée
F
jnl/4
Fia
Caractére
G Qj Ci1

On suppose que la distribution au sein dela classe est réguliere.

Cn-GC — QJ_ G

Ainsi : F- Fa j,n_Frl
R
= C Cu-GCi- j,n_
A=CrEm G-

Lestroisquartiles sont :
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Q
Q2
Qs

=G Cu-GCi-(n._ =
C+EE, R

= +Cu-CG-M_Eg,)-=
G+ FoE (2 R-1) =Me

—c+Gu-GCG- 3 n_pE
C+ER, G7 -

Exemple 23 : Larépartition de la surface, en m2, de 100 logements est représentée dans le

tableau suivant :
Surface en m? Nombr e de logements Fréguences cumul ées cr oissantes
0a20 10 10
20440 20 30
40460 40 70
60 4100 18 88
100 a4 160 8 96
160 a260 4 100
Total 100

En consultant les fréquences absolues cumulées croissantes, g1, qui correspond ala
25°™ observation, setrouve dans la classe 20 & 40 m2. g, qui correspond ala 75°™
observation, setrouve dansla classe 60 a 100 m2.

100 ..
q,=20+20" -4 =35
20

3 iOO_ 70
=60+40 ————=7111m?
ds 18 1

25 % deslogements ont une superficieinférieure ou égale a 35 m2.
75 % deslogementsont une superficieinférieureou égalea 71,11 m2

50 % deslogements ont une superficie compriseentre 35 m2 et 71,11 m2
2.5.2. Lesdéciles.

L esdéciles partagent le nombretotal des observations en dix parties égales, chaque
partie contient 10% des observations. On définit neuf déciles.
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Lepremier déciled, : C'est unevaleur pour laquelle un dixiéme des observations
(10%) lui sont inférieures ou égales et neuf dixiémes des observations (90%) lui sont
supérieuresou égales.

Ledeuxieme déciled, : C'est une valeur pour laquelle deux dixiémes des obser vations
(20%) lui sont inférieuresou égales et huit dixiémes des observations (80%) lui sont
supérieures ou égales.

Lek®™ déciled, : C'est unevaleur pour laquellek dixiéme des observations lui sont
inférieures ou égales et (10 - k) dixieme des observations Iui sont supérieuresou
égales.

L ecinquieme décile correspond auss a la médiane et au deuxieme quartile.

Pour le calcul desdéciles, on utilise la méme méthode de calcul que pour la médiane et
les quartiles. Pour des données groupées en classes, on détermine un décile par
interpolation linéaire.

Désignons par :

[Ci; Ciual : laclasse qui contient le décile;

n : le nombre total des observations;
F . la fréguence absolue cumulée croissante ;
n; . lafréguence absolue de la classe qui contient le décile ;

Le décile dy est comprisentre C; et Ci,1

C<di<Ciy
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Fréquence cumulée
y

F

kn/10

Caractére
G Qj Cis1

On suppose que la distribution au sein de la classe est réguliére.

L Cn-GC __de- G
Ainsi : F-FR1 k' n_ F..

= +Cu-GC- k' n_pg
=G+ Co M

Exemple 24 : La répartition de la surface, en m2, de 100 logements est représentée dans le
tableau suivant :

Nombrede Fréquences cumulées
Surface en m? )
logements Ccroissantes
0a20 10 10
20240 20 30
40 a60 40 70
60 2100 18 88
100 a 160 8 96
160 a 260 4 100
Total 100
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En consultant les fréquences absolues cumulées croissantes, d1, qui correspond ala
10°™ observation, setrouve dansla classe 0 & 20 m2. do, qui correspond ala 90°™
observation, setrouve dansla classe 100 & 160 m2.

100
d,=0+20" 10 —2om?
10

9100 oo
d, =100+ 60" 1C’T:115m2

- 10 % des logements ont une superficie inférieure ou égale a 20 m2.
- 90 % deslogements ont une superficieinférieure ou égale a 115 m2.

- 80 % deslogements ont une superficie comprise entre 20 m2? et 115 m2.

2.6. EXERCICES D’APPLICATION.
2.6.1. Exercice.

Soit la distribution suivante du nombre de piéces dans 300 logements :

Nombr e de pieces Effectifs
35
51
68
55
49
42
Total 300

ok wWNPE

On demande de déterminer pour cette série statistique la moyenne arithmétique, le mode la
médiane et les quartiles.

— k
Solution : X =& f, X, = 3,53 piéces; Mode = 3 piéces ; Me = 2,95 soit 3 piéces
i=1
0. = 1,76 soit 2 pieces; g, = Me = 3 piéces et g3 = 4,31 soit 4 pieces
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2.6.2. Exercice.

On a relevé la recette hebdomadaire en milliers de dirhams de 40 commerces. Les données
brutes sont :

57 60 52 49 56 46 51 63 49 57
86 93 77 67 81 70 71 91 67 82
47 87 92 55 48 90 49 50 58 62
67 89 69 72 75 48 85 90 83 66

On demande de déterminer pour cette série statistiquela moyenne arithmétique et la
médiane :

- A partir delasérie brute ;
- A partir de ladistribution des fréquences établies a I’exercice 1.3.4.
- Comparer lesrésultats obtenus.

Solution : Série brute : Moyenne = 67 675 DH ; Me = 67 000 DH
- &
Sériedesfréquences: X = g f,X; =68200 DH ; Me =66 444 Dh
i=1
Comparaison des résultats: Les résultats obtenus a partir de la distribution des
fréquences sont desrésultats approximatifs.

2.6.3. Exercice.

Le tableau suivant présente le nombre de femmes en activité selon I'age de 500 femmes
actives:

Tranche d'ages Effectif
[15a20] 14
[20a25] 70
[25a30] 100
[30a39] 65
[35a40] 69
[40 a45] 56
[45 a50] 63
[50 a55] 61
55 et plus 2

On demande de déterminer pour cette série statistique la moyenne arithmétique, le mode, la
médiane et |les quartiles.

Déterminer I’intervalle central qui contient 60 % des femmes actives.
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_ k
Solution: X = 601 f.X, =3592ans; Mo =27,5ans; Me= 35,07 ans
i=1
01 =27,05ans; g, = Me= 35,07 ans et g; = 45,08 ans
d, = 25,8 ans ; dg = 47,06 ans => 60 % des femmes actives sont &gées entre 25,8 et 47,06 ans.

2.6.4. Exercice.

Le tableau suivant donne le niveau de scolarité, en nombre d’années passées a I’école, d’un
échantillon de 200 personnes.

Niveau de scolarité Effectif
[0; 6] 40
[6; 12 80
[12; 14] 50
[14; 16] 30
Total 200

On demande de déterminer pour la série statistique la moyenne arithmétique, le mode, la
médiane et les quartiles.

— k
Solution : X =& f, X, = 9,72 années soit 10 années environ ; Mode = 13 et
i=1
Me = 10,5 années
gl = 6,75 années; g2 = Me = 10,5 années et 3 = 13,2 années

2.6.5. Exercice.

Un organisme chargé de réaliser des enquétes statistiques gére un réseau de 125 enquéteurs. La
direction de cet organisme décide d'étudier la répartition de ses enquéteurs selon le nombre
d'enquétes quiils ont réalisées. Les données collectées a ce sujet sont résumées dans le tableau
ci-apres:

Nombre d'enquétesréalisées Effectifs
5 8
10 12
15 35
20 40
25 20
30 10
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On demande de déterminer pour cette série statistique la moyenne arithmétique, le mode et
lamédiane.

_ ok

Solution: X = é f.X, = 18,28 enquétes; Mode = 20 enquétes et Me = 15,94 soit 16
i=1

enguétes environ.

2.6.6. Exercice.

Une coopérative laitiere fabrique un fromage qui doit contenir, selon les étiquettes, 45 % de
matiéres grasses. Un ingtitut de consommation dont le réle est de vérifier que la qualité des
produits est bien celle qui est affirmée par I'étiquette, fait prélever et analyser un échantillon de
100 fromages. Les résultats de |'analyse sont consignés dans le tableau suivant :

Taux de matiér es grasses Nombr e de fromages
[41,5- 42,5 1
[42,5- 43,5 11
[43,5- 44,5 24
[44,5 - 45,5 38
[45,5 - 46,5 22
[46,5- 47,5 3
[47,5- 48,5 1

On demande de déterminer pour la série statistique la moyenne arithmétique, le mode, la
médiane, lamédiale et les quartiles.

_ ok

Solution: X = é f.X, = 44,82 % ; Mode = 45 % ; Me = 44,87 % et M| = 44,89 %
i=1

= 44,04%;0,=Me=44,87%etqgs= 4555%

2.6.7. Exercice.

Si le prix d'un article double tous les quatre ans, quel est le taux moyen d'augmentation du prix
par an ?

Solution : Moyenne géométrique : Taux moyen = Q/E -1=0,189=18,9 %
2.6.8. Exercice.
Une enquéte, abordant la crise de logement, a été réalisée auprés d'un échantillon de 1000

personnes choisies dans quatre régions différentes. Parmi les résultats de cette enquéte on a
relevé le nombre moyen de personnes par piéce pour chague région.
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- Nombre moyen de | Nombre d'habitants
Région - L
per sonnes par piece (en milliers)
Nord 2,2 5146
Est 2,6 5600
Ouest 31 6350
Sud 33 7000

Queél est le nombre moyen de personnes par piéce pour |'ensemble des quatrerégions ?

Solution : Moyenne harmonique = 2,78 personnes par pieces soit 278 personnes pour 100
pieces.

2.6.9. Exercice.

Le coefficient budgétaire de la consommation des ménages en services de santé est passé de 6,9
% en 1990 a 8,5 % en 1995, puis a 9,8 % en 2000, 4 10,6 % en 2004 et enfin a 10,9 % en 2005.

a) Calculer les taux annuels moyens de croissance pour les périodes suivantes : (1990 — 1995) ;
(1995 - 2000) ; (2000 — 2004) et (2004 — 2005).

b) Déterminer le taux de croissance annuel moyen de 1990 a 2005.

¢) Donner une estimation du coefficient budgétaire en 2010 s |a tendance relative de la période
2000 - 2005 se maintenait.

Solution : a) t1995/1990 = 4,26 % par an; t2000/1995 = 2,89 % par an ; t2004/2000 = 1,98 % par an et
t2005/2004 = 2,83 %. b) t2005/1995 = 3,10 % par an. C) Coefficient budgétal re estimé en 2010 = 12,1
%.

2.6.10. Exercice.

Le prix alatonne d'une matiere premiére a évolué au cours de la période allant de 2001 a 2005,
comme sulit :

Année 2001 2002 2003 2004 2005

Prix unitaire 310 266 220 200 150

a) Sachant que chague année une société achéte la méme quantité de cette matiére premieére,
calculer le colit moyen pour les cing années.

b) Quel est le colit moyen s la société dépense, chaque année, la méme somme : 1 00 000 DH,
pour |'achat de cette matiére premiére ?

Solution : a) Co(t moyen = 229,2 DH/t. b) Colt moyen = 215,54 DH/t.
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CHAPITRE 3
CARACTERISTIQUESDE DISPERSION

Les parameétres de dispersion d’une série statistique permettent de chiffrer la variation des
valeurs observées autour d'un parameétre de position. Les principaux paramétres de dispersion
sont : I’écart absolu moyen, la variance, I'écart type, le coefficient de variation et le coefficient
de concentration.

Comme pour les caractéristiques centrales, nous ne nous intéressons ici qu’aux séries

statistiques relatives a des caractéres quantitatifs discrets ou continus, ¢’est-a-dire a des séries
statistiques données sous les formes : (x;) , (Xi ; ny) , (Xi ; fi) ou{[Ci; Cisa[ ; Fi 3.

3.1. L'ECART ABSOLU MOYEN.

L’écart absolu d’une variable x; par rapport a la moyenne de la série est donné par la

formule smple: ‘Xi - ><‘ ou X est lamoyenne de lasérie.

L’écart absolu moyen E;, est la moyenne de tous les écarts ainsi définis, il est donné par la
formule ssimple suivante :
4 -

E — =1
n

m
Dans le cas d’une série statistique donnée par un ensemble (x; , n), Cest-a-dire lorsque
chaque valeur x; est répétée n; fois et qu’il y a k valeurs x; différentes, I’écart absolu moyen se
déduit simplement de laformule précédente :
k

an
E — =1
o)
an
i=1

m
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k

&1 & -

En effet: n = é n e q ‘Xi- X‘:a ni‘Xi- X‘ lorsgue chague valeur x; est répétée n;
i=1 i=1 i=1

fois dans la série.

De méme, dans le cas d’une série statistique donnée par un ensemble (x;, f;) I’écart absolu
moyen se déduit simplement de la formule précédente :

Qox

E,=

fi‘xi-k

1
=

En effet lorsque chaque valeur x; est répété n; fois dans la série, c'est-a-dire f; %, on peut
écrire:

k n, &

n=gh ; ff=— e« qf-=1
i=1 n i=1

£

anl X; - X K

i=1 _L( ni - _ o]

Em_ K __a_-F‘XI-X_afiXI-X

é_nl i=1 i=1

Dans le cas d’une série statistique donnée sous la forme de classes [C; ; Ci.4[, sachant que
pour faire des calculs, on doit remplacer cette série par une série équivalente en remplacant
chaque classe [C; ; Ci.4[ par le point central ¢, la formule de I’écart absolu moyen devient :

& ;
anjc-x K )
— =l o N v 2
E,.=—/—=a —‘ci-x‘zafici-x
) iz N i=1
an
i=1
G +C,
Avec ci = T centredelaclasse: [G; Ciiq[

Remarque: On parle d’écart absolu plutdt que d’écart tout court car I’écart moyen est nul.

Exemple 1 : On considére I’ensemble des notes obtenues par les étudiants d’une école, dans
une matiere ; on ala série statistique suivante donnée sous la forme simple (x;) et pour laquelle
on demande de calculer I’écart absolu moyen.
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12 11 13 12 13
15 13 12 13 11
13 15 11 11 12
12 12 10 12 15

La moyenne de cette série est facile a calculer, elle est égale a 12,4. De la nous pouvons
calculer les écarts absolus de chague variable par rapport ala moyenne :

04 14 0,6 04 0,6
2,6 0,6 04 0,6 14
0,6 2,6 14 14 04
04 04 24 04 2,6

La somme de tous ces écarts absolus est 21,6 et la moyenne est 1,08 qui est I’écart absolu

moyen.

Exemple 2 : On considére la méme série statistique qu’on représente sous la forme (X; ; n;)
pour laquelle on demande de calculer I’écart absolu moyen.

Xi

10

11

12

13

15

wWlAN(D RS

La moyenne de la série éant toujours égale a 12,4, le calcul des écarts absolus puis de

I’écart absolu moyen peut étre facilement fait selon le tableau suivant :

Xi n; n; X; ‘XI - X‘ n; ‘Xi - X‘
10 1 10 2,4 2,4
11 4 44 14 5,6
12 7 84 0,4 2,8
13 5 65 0,6 3
15 3 45 2,6 7,8
Tota 20 248 .- 21,6
M oyenne --- 124 --- 1,08

Exemple 3 : On considere la méme série statistique qu’on représente sous la forme (x; ; f;)
pour laguelle on demande de calculer I’écart absolu moyen.
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Xi n; fi
10 1 5%
11 4 20%
12 7 35%
13 5 25%
15 3 15%
Total 20 100%

La moyenne de la série étant toujours égale a 12,4, le calcul des écarts absolus des variables
X; par rapport a la moyenne puis de I’écart absolu moyen peut étre facilement fait selon le
tableau suivant :

Xi n; f; fi X; ‘Xi - X‘ fi ‘Xi - X‘
10 1 0,05 0,5 2,4 0,12
11 4 0,20 2,2 1,4 0,28
12 7 0,35 4,2 0,4 0,14
13 5 0,25 3,25 0,6 0,15
15 3 0,15 2,25 2,6 0,39
Totd 20 100% 12,4 --- 1,08
Moyenne --- --- 12,4 --- 1,08

On remarque que sur ces 3 exemples, pour calculer I’écart absolu moyen, on utilise I’'une
des 3 formules selon la forme sous laguelle la série statistique est donnée.

Exemple 4: On considére un échantillon de 30 personnes pour lesquelles on mesure la
taille. On demande de calculer I’écart absolu moyen sachant que les résultats des mesures sont
donnés dans le tableau suivant.

Tailles[C;; Cixy[ enm Effectifsn;
[1,50; 1,60[ 2
[1,60; 1,70[ 4
[1,70; 1,80[ 18
[1,80; 1,90 5
[1,90; 2,00 1

Total 30

Aprés avoir remplacé la série donnée sous la forme ([Ci; Ci.a[) en une série équivaente
représentée sous la forme (c; ; ), avec ¢; = (C; + Ci.q) / 2, les calculs de I’écart absolu moyen
peuvent étre résumés dans le tableau synthétique suivant :
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Gi n; N; G ‘XI - X‘ n; ‘XI - X‘
1,55 2 3,10 0,20 0,40
1,65 4 6,60 0,10 0,40
1,75 18 31,50 0,00 0,00
1,85 5 9,25 0,10 0,50
1,95 1 1,95 0,20 0,20
Total 30 52,40 --- 1,50

Total /n 1,75 0,050

La moyenne de la série est 1,75 m et I’écart absolu moyen est 0,05 m.

3.2. LA VARIANCE.

La variance V(x), notée aussi &, est la moyenne des carrés des écarts par rapport a la
moyenne ; elle est donnée, par définition, par laformule simple suivante :

Dans le cas d’une série statistique donnée par un ensemble (x; , n), c'est-a-dire lorsque
chaque valeur x; est répétée n; fois et qu’il y a k valeurs x; différentes, la variance se déduit
simplement de laformule précédente :

) N2
an (Xi - X)
SZ — i=1
[¢]
an
i=1
k _ —
0 J & _
Eneffet:n=g n et g (Xi- X)? = q ni(Xi- X)? lorsque chague valeur x; est répétée
i=1 i=1 i=1

n, fois dans la série.
De méme dans le cas d’une série statistique donnée par un ensemble (x; , f;) la variance se

déduit simplement de laformule précédente :

f (X, - X)?

Qox

S =

1

82



Statistique descriptive 3. Caractéristiques de dispersion

En effet lorsque chaque valeur x; est répété n; fois dans la série, c'est-a-dire f; %, on peut

écrire:
k
n:é_ni ; fi:& et ék.fizl
i=1 n =1
&
a ni(xl - X)2 K n. _ k _
S =12 :éﬁ(xi-x)zzéfi(xi-x)z
i i=1

!
iy

Dans le cas d’une série statistique donnée sous la forme de classes [C; ; Ci.[, Sachant que
pour faire des calculs, on doit remplacer cette série par une série équivalente en remplagant
chaque classe [C; ; Ci.4[ par le point central ¢;, laformule de lavariance devient :

K _
é. n,(c - x)* K _ K _
== . :é._i(ci-x)zzéfi(ci-x)z

i=1

Ci + C:i+1
Avec ci = ——— centredelaclasse: [Ci ; Ciiq[

Formule développée de lavariance : elle est donnée, selon la forme dela série statistique :

* Cas d’une série statistique de n observations x; distinctes :

n
o 2
ax\” 2 __ |
F=E - x =x°-x
n

* Cas d’une série statistique de k observations x; distinctes dont chacune est répétées n;

fois:

* Cas d’une série statistique de k observations x; distinctes dont chacune est présentesf; fois

(en %) :
2

X 2
SF=4afx"-x
i=1

1]
X
1
x
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* Cas d’une série statistique donnée sous la forme de k classes [C; ; Ci.1[ayant chacune un
effectif n; ou une fréguencef;:
2
k . — -2
@=afc’-x =x*-x
i=1

Ci +Ci+1
Avecci = T centredelaclasse: [Ci; Ciiqf

Toutes ces formules peuvent étre écrites, comme nous I’avons bien montré, sous la forme
simple et condensée :

SP=x-x
Transformation linéaire
S Y =ax + b avec a et b deux constantes quelconques alorsla variance de y est :

SZ:aerZ
v .

X

Exemple 5 : Le tableau suivant présente les prix en DH de 100 ordinateurs portables
achetés dans différents points de vente :

Prix Nombre d’ordinateurs
[20000 ; 11000[ 9
[11000 ; 12000[ 10
[12000 ; 13000[ 10
[13000 ; 14000[ 14
[24000 ; 15000[ 16
[15000 ; 16000[ 14
[16000 ; 17000[ 12
[17000 ; 18000[ 15
Total 100

Pour calculer la variance des prix des ordinateurs, on peut utiliser la propriété de la
transformation linéaire dans le but de simplifier les calculs.

On effectue un changement de variable, c'est-a-dire, on remplace la variable prix par une
autre variable y de telle sorte que le prix soit une transformation linéaire de .

_p-b
a

p=ay+b Donc: y
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Il faut choisir les constantes a et b qui donnent des valeurs trés simples de y. On choisit la
constante b parmi les valeurs de p, de préférence une valeur du milieu, pour avoir une valeur
nulle de y au milieu. On choisit la constante a comme étant le plus grand diviseur commun des
valeursde (p - b) (le plus souvent a est I'amplitude constante des classes) pour avoir des valeurs
entieresdeyy.

Pour notre exemple, on choisit :

b =13500 et a=1000
4 - P- 13500
1000

Les valeurs de y deviennent tres simples, on peut alors calculer facilement la moyenne et la
variance dey.

Nombre Point central
Prix d’ordinateurs Vi (" n; y;2
(ni) (Ci)
[10000 ; 11000[ 9 10500 -3 -27 81
[11000 ; 12000[ 10 11500 -2 -20 40
[12000 ; 13000[ 10 12500 -1 -10 10
[13000 ; 14000[ 14 13500 0 0 0

[14000 ; 15000[ 16 14500 1 16 16
[15000 ; 16000[ 14 15500 2 28 56
[16000 ; 17000[ 12 16500 3 36 108
[17000 ; 18000[ 15 17500 4 60 240
Total 100 83 551

g ny

1yl

-z =83 _-p8g3
& 100
]
i=1
& ny?
(DAl 2
2ziz .y =351l_(gxe=482
SEEe Y S0 O !
a i

i=1
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On calcule facilement la moyenne et la variance gréce aux formules de la transformation
linéaire :

p=1000" y +13500=1000" 0,83+ 13500 =14330 DH
S,” =10002" S,* =10002" 4,82 = 4820000
3.3. L’ECART TYPE.

L’écart type S est la racine carrée de la variance, il est donné, par définition, par les
formules suivantes:

* Cas d’une série statistique de n observations x; distinctes :

* Cas d’une série statistique de k observations x; distinctes dont chacune est présentesf; fois

(en %) :
[k _
S= é fi(Xi - X)?
i=1

* Cas d’une série statistique donnée sous la forme de k classes [C; ; Ci+1[ ayant chacune un
effectif n; ou une fréguence relativef; :

k R
S:ﬂé fi(c, -x)?
i=1
Ci +Ci+l
avec ci = T centredelaclasse: [G; Ciiq[
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D’une fagon générale, nous pouvons utiliser, quelque soit la forme sous laquelle est donnée
lasérie statistique, laformule condensée smple:

B —2
S=4x?- X
3.4. LE COEFFICIENT DE VARIATION.

Le coefficient de variation CV ou coefficient de dispersion est |e rapport de I'écart type ala
moyenne. |1 est exprimé sous la forme d'un pourcentage.

CV =2 100 en%
X

Le coefficient de variation est indépendant des unités choisies, il est utile pour comparer des
distributions qui ont des unités différentes.

Exemple 6 : On considére toujours la méme série, des 3 premiers exemples de ce chapitre.
Soit I’ensemble des notes obtenues par les étudiants d’une école, dans une matiére ; on a la
série statistique suivante donnée sous la forme simple (x; ; n;) et pour laguelle on demande de
calculer la variance, I’écart type et le coefficient de dispersion.

X N; fi fi X X2 fi X2
10 1 0,05 05 100 5
11 4 0,20 2,2 121 24,2
12 7 0,35 4,2 144 50,4
13 5 0,25 3,25 169 42,25
15 3 0,15 2,25 225 33,75
Total 20 100% 12,4 --- 155,6
Moyenne --- --- 12,4 --- 155,6

Ainsi lavariance dele sérieest = 155,6 — 12,42=1,84
L’écart type est égal a S = 1,356

Le coefficient de dispersion CV = % 100 =10,94% ce qui dénote d’une légere

dispersion de la série autour de sa moyenne.

Exemple 7 : On considére la série de I’exemple 4 relative au poids de 30 personnes et on
demande de calculer la variance, I’écart type et le coefficient de variation de cette série qui est
donnée par le tableau suivant :
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Tailles[C;; Cisa[ enm Effectifsn;
[1,50; 1,60[ 2
[1,60; 1,70[ 4
[1,70; 1,80[ 18
[1,80; 1,90 5
[1,90; 2,00 1

Total 30

Aprés avoir remplacé la série donnée sous la forme ([C; ; Ci+1[) en une série équivalente
représentée sous laforme (c; ; ny)

avec ¢; = (C; + Ci1) / 2, les calculs de la variance, de I’écart type et du coefficient de variation
peuvent étre résumés dans le tableau synthétique suivant :

G n, nic n ¢’
1,55 2 3,10 4,8050
1,65 4 6,60 10,8900
175 18 31,50 55,1250
1,85 5 9,25 17,1125
1,95 1 1,95 3,8025
Total 30 52,40 91,7350

Total /n 1,7467 3,0578

Lamoyenne delasérie est égalea52,40/30=1,75m

Lavariance est V = 3,0578 — 1.74672 = 0,0064 nv?

L’écart type est égala S= \/ 3,0578- 1,74672 =0,08 m

Le coefficient de dispersion est égal a 0,08 / 1.75 = 4,57% ce qui dénote d’une tres faible
dispersion de la série autour de sa moyenne.

Exemple 8 : Allal est un marchand de journaux, il comptabilise le nombre de journaux qu’il
vend, par jour, en un mois et dresse ses résultats dans |e tableau suivant.

125 118 127 110 107 125
118 110 107 125 127 127
107 125 118 107 107 118
107 118 125 127 125 107
110 125 127 127 125 125

Calculer la variance, I’écart type et le coefficient de dispersion de cette série.
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Commencons d’abord par représenter cette série, donnée sous la forme (xi) en une série
équivalente sous la forme (xi ; ni) aprés avoir compté combien de fois chagque valeur xi est
répétée.

On obtient la série équivalente suivante :

Nombre de jour naux vendus Nombre defois
107 7
110 3
118 5
125 9
127 6
Total 30

Les calculs de lamoyenne, de la variance, de I’écart type et du coefficient de variation de la
série peuvent étre résumés dans le tableau suivant :

Xi ni ni xi ni xi2
107 7 749 80143
110 3 330 36300
118 5 590 69620
125 9 1125 140625
127 6 762 96774

Total 30 3556 423462
Total/n 118,53 14115,40

Lamoyenne de la série se situe entre 118 et 119 journaux vendus par jour.
Lavariance est égaleaV = 14115,40 — 118,532 = 66,04
L’écart type est égal 2 S= /66,04 =8,13

Le coefficient de dispersion est égal 4 8,13 / 118,53 = 6,86% ce qui dénote d’une légere
dispersion dela série.

Exemple 9 : Les salaires versés, par une entreprise, a ses 130 salariés sont répartis comme
suit :
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Tranches de salaire Nombhredegalariés Nombre de salariés Total
ommes femmes

[2000 ; 2000[ 8 4 12
[2000 ; 3000[ 12 9 21
[3000 ; 4000[ 10 6 16
[4000 ; 5000[ 14 10 24
[5000 ; 6000[ 11 8 19
[6000 ; 7000[ 8 6 14
[7000 ; 8000[ 7 5 12
[8000 ; 10000[ 5 2 7
[20000 ; 15000[ 3 1 4
[15000 ; 20000[ 1 0 1

Total 79 51 130

On demande de calculer la moyenne, la variance, I’écart type et le coefficient de variation
pour I’ensemble des salariés et pour chaque sexe.

Calculs pour I’ensemble des salariés.

Calcul de la moyenne, la variance, I’écart type et le coefficient de
variation.

Tranchesde salaire G n; n; G c2 n; G2
[1000 ; 2000[ 1500 12 18000 2250000 27000000
[2000 ; 3000[ 2500 21 52500 6250000 131250000
[3000 ; 4000[ 3500 16 56000 12250000 196000000
[4000 ; 5000] 4500 24 108000 20250000 486000000
[5000 ; 6000] 5500 19 104500 30250000 574750000
[6000 ; 7000[ 6500 14 91000 42250000 591500000
[7000 ; 8000[ 7500 12 90000 56250000 675000000
[8000 ; 10000[ 9000 7 63000 81000000 567000000
[10000 ; 15000[ 12500 4 50000 156250000 625000000
[15000 ; 20000[ 17500 1 17500 306250000 306250000
Total - 130 650500 - 4179750000
Lamoyenneest: X = % =5003,85 DH.
Lavarianceest: &= % —5003,85% = 7113446,75

L’écart type est : S= ,/7113446,75 =2667,10 DH
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Le coefficient de variation est : CV =

2667,10
5003,85

Calculs pour les salariés hommes.

X 100 = 53,3 %

Calcul de la moyenne, la variance, I’écart type et le coefficient de variation

Tranchesde ) R
salaire Gi N n; G Gi ni G
[1000 ; 2000[ 1500 8 12000 2250000 18000000
[2000 ; 3000[ 2500 12 30000 6250000 75000000
[3000 ; 4000[ 3500 10 35000 12250000 122500000
[4000 ; 5000[ 4500 14 63000 20250000 283500000
[5000 ; 6000] 5500 11 60500 30250000 332750000
[6000 ; 7000[ 6500 8 52000 42250000 338000000
[7000 ; 8000[ 7500 7 52500 56250000 393750000
[8000 ; 10000[ 9000 5 45000 81000000 405000000
[10000 ; 15000[ | 12500 3 37500 156250000 468750000
[15000 ; 20000[ | 17500 1 17500 306250000 306250000

Total - 79 405000 2743500000
Lamoyenneest: X = 405000 _ 5126,58 DH.

79

Lavarianceest : = 2743500000 —5126,582 = 8446002,24

79

L’écart type est : S= ,/8446002,24 = 2906,20 DH

Le coefficient de variation est : CV =

2906,20
5126,58

Calculs pour les salariés femmes.

X 100 = 56,7 %

Calcul delamoyenne, la variance, I’écart type et le coefficient de variation

Tranchesde salaire G n; n; G c2 n; ¢2
[1000 ; 2000[ 1500 4 6000 2250000 9000000
[2000 ; 3000[ 2500 9 22500 6250000 56250000
[3000 ; 4000[ 3500 6 21000 12250000 73500000
[4000 ; 5000[ 4500 10 45000 20250000 202500000
[5000 ; 6000[ 5500 8 44000 30250000 242000000
[6000 ; 7000[ 6500 6 39000 42250000 253500000
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[7000 ; 8000[ 7500 5 37500 56250000 281250000
[8000 ; 10000[ 9000 2 18000 81000000 162000000
[10000 ; 15000[ 12500 1 12500 156250000 156250000
[15000 ; 20000[ 17500 0 0 306250000 0

Total - 51 245500 1436250000

Lamoyenne est : X = % = 4794,12 DH.
Lavarianceest : = % —4794,122 = 5178200,69
L’écart type est : S= /5178200,69 = 2275,57 DH

. . 2275,57
Le coefficient de variationest : CV = ——=——— x 100 = 47,47 %

4794,12 ’

Récapitulatif des résultats
Salariés Moyenne Ecart type Coefficient de variation
Hommes 5126,58 2906,20 56,7 %
Femmes 4794,12 2275,57 47,47 %
Ensemble 5003,85 2667,10 53,3 %

En moyenne, un salarié de I’entreprise percoit un salaire de 5003,85. La répartition des
salaires est caractérisée par une forte dispersion.

La répartition des salaires varie selon le sexe, en effet, un salarié
homme touche, en moyenne, plus quun salarié femme,
(respectivement 5126,58 DH et 4794,12 DH). Les salaires sont plus
dispersés chez les hommes que chez les femmes, 56,7 % pour les
premiers et 47,47 % pour les seconds.

92



Statistique descriptive 3. Caractéristiques de dispersion

Répartition des salaires selon le sexe

0,016

0,014

0,012

0,01 4

0,008

0,006

densité di

0,004

0,002

00ST
0052
005
005y
00SS
0059
0052
00S8
0056
00S0T
00STT
00S2T
00S€T
00SYT
00SST
00S9T
00S.T
00S8T
00S6T

salaires

Ohommes Mfemmes

3.5. INDICE DE CONCENTRATION.

L’indice de concentration est donné par la formule :

Indicede concentration = Médiale - Mediane, 100
Etendu
Exemple 10: On considére I’ensemble des buts marqués par une équipe durant les 30
matchs du championnat de football, on a la série statistique suivante donnée sous la forme
simple (x;) et pour laquelle on demande de calculer la moyenne, la variance, I’écart type, le

coefficient de variation et |e coefficient de concentration.

NO|WIFL|ININ
W NP |~ O

glRr|No|w|-
N|woN[F (N
RNk |o|w|-

La somme et la somme des carrées de cette série sont faciles acalculer :

80 gO
axi=55 a X. =155
i=1 i=1
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La moyenne de cette série est : X = % = 1,83 but par match.
Lavariance de cette sérieest : & = % -1,832=1,82
L’écart type de cette sérieest: S = \/@ =1,35but

Le coefficient de variationest : CV = % x 100 = 73,77 %

Pour déterminer la médiane de cette série, on considére le nombre d'observations, 30 qui est
pair, la médiane est comprise entre I'observation de rang 15 et I'observation de rang 16. On
prend comme valeur de la médiane la moyenne arithmétique simple des deux observations. La
série classée par ordre croissant est :

0 1 1 2 3

0 1 2 2 3

0 1 2 2 3

0 1 2 2 4

0 1 2 3 5

1 1 2 3 5
X15 < Mé X6

2 < Me < 2 ce qui donne : Me = 2 buts

Pour déterminer la médiale de cette série on cumule les valeurs de la série classée jusqu’a
arriver ala moitié de la somme totale, c’est a dire 22,5. Elle correspond a la valeur 2.

Lamédiane est égale alamédiale, |e coefficient de concentration de cette série est donc nul.
Exemple 11 : On considere la méme série statistique de I’exemple 10 et on la représente

sous la forme (x;; n). On demande de calculer la moyenne, la variance, I’écart type, le
coefficient de variation et e coefficient de concentration de cette série.

=)

G |W|N [P |OX
N | |01|©||u

Total 30
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Lasomme et la somme des carrés de cette série sont facilesacalculer :

& &

a NiXi =55 a NiXiz =155

i=1 i=1
La moyenne de cette série est : X = % = 1,83 but par match.
Lavariance de cette sérieest : & = % -1,832=1,82

L’écart type de cette série est : S = /1,82 =1,35 but

Le coefficient de variation de cette série est :
1,35

CV=—"—7x100=73,77%
183~ °

Calcul de I’indice de concentration :

Xi n; F n; X; n; X; cumulé

0 5 5 0 0

1 8 13 8 8

2 9 22 18 26

3 5 27 15 41

4 1 28 4 45

5 2 30 10 55
Total 30 --- 55 ---

Pour déterminer la médiane de cette série on considére le nombre d'observations, 30 qui est
pair ; la médiane est comprise entre I'observation de rang 15 et I'observation de rang 16. On
prend comme valeur de la médiane la moyenne arithmétique simple des deux observations.

X15 < Mé X6
2 < Me < 2 ce qui donne : Me = 2 buts

La médiale de cette série est la moitié de la somme totale, c’est a dire 22,5 qui correspond a
lavaleur 2

Lamédiane est égale alamédiale, |e coefficient de concentration de cette série est donc nul.

Exemple 12 : Une coopérative laitiere fabrique un fromage qui doit contenir, selon les
étiquettes, 45 % de matieres grasses. Un institut de consommation dont le role est de vérifier
gue la qualité des produits est bien celle qui est affichée par I'étiquette, fait prélever et analyser
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un échantillon de 120 fromages. Les résultats de I'analyse sont consignés dans le tableau suivant

Taux de matiéres grasses Nombr e de fromages
[41,5- 42,5 10
[42,5- 43,5 11
[43,5- 44,5 24
[44,5 - 45,5 38
[45,5 - 46,5 22
[46,5 - 47,5 4
[47,5- 48,5 11

On demande de calculer la moyenne, la variance, I’écart type, le coefficient de variation et
le coefficient de concentration de cet échantillon.

G n; f; fi G c? fi G2
42 10 8,33% 3,4986 1764 146,9412
43 11 9,17% 3,9431 1849 169,5533
44 24 20% 8,8 1936 387,2
45 38 31,67% 14,2515 2025 641,3175
46 22 18,33% 8,4318 2116 387,8628
47 4 3,33% 1,551 2209 73,5597
48 11 9,17% 4,4016 2304 211,2768
Total 120 100% 44,8776 2017,7113
Moyenne 44,8776 2017,7113

Lamoyenne est : 44,8776 % de matiéres grasses.

Lavarianceest : & =2017,7113 — 44,87762 = 3,712

L’écart type est : S= /3,712 = 1,93 % de matiéres grasses.

_193
44,8776

Les calculs de I’indice de concentration peuvent étre résumés dans le tableau suivant :

Le coefficient de variation est : CV = x100=4,3%

Taux de matiéres ,
or n; f; F; fi fi ¢ cumulé
[41,5- 42,5 10 8,33% 8,33% 3,4986 3,4986
[42,5-43,5] 11 9,17% 17,5% 3,9431 74417
[43,5- 44,5 24 20% 37,5% 8.8 16,2417
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[44,5- 455 38 31,67% 69,17% 14,2515 30,4932
[45,5- 46,59 22 18,33% 87,5% 8,4318 38,925
[46,5- 4759 4 3,33% 90,83% 1,551 40,476
[47,5-485 11 9,17% 100% 4,4016 44,8776
Total 120 100% --- 44,8776 ---

En consultant |es fréquences cumul ées croissantes, la classe médiane qui correspond a 50%,
est laclasse [44,5 — 45,5[. Lamédiane est donc :
445<Me<455
37,5<50< 69,17

Un calcul simple d’extrapolation donne pour la médiane :
455-445 ~ Me- 44,5
69,17-37,5 50-37,5
- 1 -
Me=445 + 3167 x 12,5=144,89

En consultant les sommes cumulées croissantes, la moitié de la somme totale (soit 22,4388)
setrouve dansla classe [44,5 — 45,5[. Lamédiale est donc :

445 <Ml <455
16,2417 < 22,4388 < 30,4932

Un calcul simple d’extrapolation donne pour la médiale :

45,5- 44,5 _ MI- 44,5
30,4932-16,2417 ~ 22,4388- 16,2417

_ 1 _
Ml =445 + 14,2515 X 6,1971 = 44,93

L’étendu de la série est : 48,5-415=7

L’indice de concentration est donné par la formule :

. _ Médide - Médiane,
Indice de concentration = 100 =0,57%
Etendu

Exemple 13 : On reprend les données de I’exemple 8 relatives aux ventes de journauix faites
par Allal, pour calculer I’indice de concentration de la série qui est donnée par le tableau
suivant :

125 | 118 | 127 | 110 | 107 | 125 |

97



Statistique descriptive 3. Caractéristiques de dispersion

118 110 107 125 127 127
107 125 118 107 107 118
107 118 125 127 125 107
110 125 127 127 125 125

Calculons I’indice de concentration de cette série.

Rappelons les résultats que nous avons déja trouveés lors de I’étude de I’exemple 8, a
Savoir :

Lamoyenne est : 118,53.
L’écart type est : 8,13.
Le coefficient de variation est : 6,86%.

Pour déterminer la médiane, s’agissant d’une série donnée sous la forme brute (x;), il nous
faudrala classer par valeurs croissantes des ventes. On obtient le tableau suivant :

107 107 107 107 107 107
107 110 110 110 118 118
118 118 118 125 125 125
125 125 125 125 125 125
127 127 127 127 127 127

I1'y a 30 observations, la médiane est la moyenne arithmétique des 15€ et 16€ observations,
soit :

Me= (118 +125)/2=1215

Pour déterminer la médiane, on doit consulter les fréquences cumul ées croissantes, la valeur
médiane est exactement 118.

Pour déterminer lamédiale, nous devons réorganiser la série sous laforme (x; ; ny).

Xi ni f; F Somme n; X; Sommes cumulées cr oissantes
107 7 0,2333 | 0,2333 749 749

110 3 0,1000 | 0,3333 330 1079

118 5 0,1667 | 0,5000 590 1669

125 9 0,3000 | 0,8000 1125 2794

127 6 0,2000 | 1,0000 762 3556
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En consultant les sommes cumulées croissantes, la moitié de la somme totale (soit 1778) se

trouve entre les valeurs 118 et 125. Lamédiale est donc :

Un calcul simple d’extrapolation donne pour la médiale :

Lamédialeest : MI =118 + 109 x 0,006 222 = 118,68

125- 118

118 <Ml <125
1669 < 1778 < 2794

MI-118

2794- 1669 17781669

L’étendu de la série est : 127 — 107 = 20

L’indice de concentration est donné par la formule :

Indice de concentration =

Médiale - Médiane,

Etendu

100 =3,4%

Exemple 14: On reprend les données de I’exemple 9 et on demande de calculer le
coefficient de concentration des séries statistiques relatives aux salaires des hommes, des
femmes et de I’ensemble du personnel. Conclure.

a) Calculs pour I’ensemble des salariés

Tranchesde salaire Ci ni ni cumulé ni ci ni ci cumulé
[1000 ; 2000[ 1500 12 12 18000 18000
[2000 ; 3000] 2500 21 33 52500 70500
[3000 ; 4000] 3500 16 49 56000 126500
[4000 ; 5000[ 4500 24 73 108000 234500
[5000 ; 6000] 5500 19 92 104500 339000
[6000 ; 7000[ 6500 14 106 91000 430000
[7000 ; 8000] 7500 12 118 90000 520000
[8000 ; 10000[ 9000 7 125 63000 583000

[10000 ; 15000[ 12500 4 129 50000 633000
[15000 ; 20000[ 17500 1 130 17500 650500
Total Total 130 650500
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La médiane correspond & la 65°™ observation (130/2). En consultant les fréquences
cumul ées croissantes, la classe médiane est la classe [4000 ; 5000[. La médiane est donc :

4000 < Me < 5000
49<65<73

5000-4000 _ Me-4000
73-49 65-49

Me = 4000 + %x 16 = 4666,67 DH

En consultant les sommes cumulées croissantes, la moitié de la somme totale (325250 DH)
se trouve dans la classe [5000 ; 6000[. Lamédiale est donc :

5000 < M| < 6000
234500 < 325250 < 339000

6000-5000  _ MI - 5000
339000-234500 325250 - 234500

MI = 5000 + %x 90750 = 5868,42 DH

L’étendu de la série est : 20000 — 1000 = 19000

L’indice de concentration est donné par la formule :

Médiale - Médiane,

Indicede concentration = 100
Etendu
Indicede concentration = 5868,42 - 4666,67 - 100 =6,33%
19000
b) Calculs pour les salariés hommes
Tranchesde salaire ci ni ni cumulé ni ci ni ¢i cumulé
[1000 — 2000[ 1500 8 8 12000 12000
[2000 — 3000[ 2500 12 20 30000 42000
[3000 — 4000[ 3500 10 30 35000 77000
[4000 — 5000[ 4500 14 44 63000 140000
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[5000 - 6000[ 5500 11 55 60500 200500
[6000 - 7000[ 6500 8 63 52000 252500
[7000 - 8000[ 7500 7 70 52500 305000
[8000 — 10000[ 9000 5 75 45000 350000
[10000 - 15000[ 12500 3 78 37500 387500
[15000 - 20000[ 17500 1 79 17500 405000
Total Total 79 405000

La médiane correspond & la 39,5°™ observation (79/2). En consultant |es fréquences cumulées

croissantes, la classe médiane est la classe [4000 — 5000[. La médiane est donc :

4000 < Me < 5000
30<39,5<44

5000-4000 _ Me-4000

44-30 39,5-30

Me = 4000 + %x 9,5 = 4678,57 DH

En consultant les sommes cumulées croissantes, la moitié de la somme totale (202500 DH) se
trouve dans la classe [5000 — 6000]. La médiale est donc :
6000 < M| < 7000
200500 < 202500 < 252500

7000-6000  _ MI - 6000
252500-200500 202500 - 200500

_ 1000 _
MI = 6000 + 52000 x 2000 = 6038,46 DH

L’étendu de la série est : 20000 — 1000 = 19000

L’indice de concentration est donné par la formule :

Médiale - Médiane,
Etendu

Indice de concentration 100

6038,46 - 4678,57 .

Indicede concentration = 19000

100 =7,16%

¢) Calculspour les salariésfemmes
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Tranchesde salaire Ci Ni ni cumulé ni ci ni ci cumulé
[1000 ; 2000[ 1500 4 4 6000 6000
[2000 ; 3000[ 2500 9 13 22500 28500
[3000 ; 4000] 3500 6 19 21000 49500
[4000 ; 5000] 4500 10 29 45000 94500
[5000 ; 6000] 5500 8 37 44000 138500
[6000 ; 7000[ 6500 6 43 39000 177500
[7000 ; 8000[ 7500 5 48 37500 215000
[8000 ; 10000[ 9000 2 50 18000 233000

[10000 ; 15000[ 12500 1 51 12500 245500
[15000 ; 20000[ 17500 0 51 0 245500
Total Total 51 245500

La médiane correspond & la 25,5°™ observation (51/2). En consultant les fréquences cumulées
croissantes, la classe médiane est la classe [4000 — 5000][. La médiane est donc :

4000 < Me < 5000
19<255<29

5000-4000 _ Me-4000

29-19 25,5-19

Me = 4000 + %X 6,5 = 4650,00 DH

En consultant les sommes cumulées croissantes, la moitié de la somme totale (122750 DH) se
trouve dans la classe [5000 — 6000[. Lamédiale est donc :

102



Statistique descriptive 3. Caractéristiques de dispersion

5000 < M| < 6000
94500 < 122750 < 138500

6000-5000 _ _ MI-5000
138500-94500 122750 - 94500

MI = 5000 + % X 28250 = 5642,05 DH

L’étendu de la série est : 15000 — 1000 = 14000

L’indice de concentration est donné par la formule :

Médiale - Médiane,
Etendu

Indice de concentration 100

5642,05 - 4650,00 .

14000 100 =7,09 %.

Indicedeconcentration =

Récapitulatif desrésultats.

Nous reproduisons, sur un méme tableau, les résultats de I’exemple 8 et ceux trouvés dans
cet exemple.

Salariés M oyenne Ecart type Coeffilcie_nt de Indice d_e
variation concentration
Hommes 5126,58 2906,20 56,7 % 7,16 %
Femmes 4794,12 2275,57 47,47 % 7,09 %
Ensemble 5003,85 2667,10 53,3 % 6,33 %

En moyenne, un salarié de I’entreprise percoit un salaire de 5003,85. La répartition des
salaires est caractérisée par une forte dispersion.

La répartition des salaires varie selon le sexe, en effet, un salari¢ homme touche,
en moyenne, plus qu’'un salarié femme, (respectivement 5126,58 DH et 4794,12 DH).
Les salaires sont plus dispersés chez les hommes que chez les femmes, 56,7 % pour
les premiers et 47,47 % pour les seconds, alors que la concentration des salaires est
Iégérement moins forte chez les femmes (7,09 % contre 7,16 % pour les hommes). Ce
résultat peut étre illustré par cette représentation graphique :
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Répartition des salaires selon le sexe
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3.6. EXERCICES D’APPLICATION.
3.6.1. Exercice.

Les relevés statistiques des tailles, en métre, de 20 personnes sont consignés dans le tableau
suivant :

1,58 1,62 1,75 1,58 1,70
1,75 1,70 1,58 1,62 1,82
1,62 1,82 1,70 1,58 1,75
1,70 1,58 1,62 1,70 1,85

a) Classer cette série statistique de 20 observations en série statistique équivalente sous la
forme d’une série (x; ; n) ;

b) Calculer la variance et I’écart type de cette série ;

c) Calculer le coefficient de dispersion et I’indice de concentration de cette série.

Solution : a) Facile afaire; b) $=0,0075 et S= 8,64 cm
¢) CV =5,14 % et Indice de concentration = 2,59 %

3.6.2. Exercice.

On a relevé, sur 2 mois, les chiffres d’affaires des ventes d’un magasin, les résultats sont
donnés dans le tableau suivant :
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CA en DH Nombredejours CA en DH Nombredejours
[2 000 ; 4 000 2 [10 000 ; 12 000[ 14
[4 000 ; 6 000 6 [12 000 ; 14 000[ 11
[6 000 ; 8 000 8 [14 000 ; 16 000[ 5
[8 000 ; 10 000[ 10 [16 000 ; 18 000[ 4

a) Calculer la moyenne et I’écart type de chiffre d’affaires ;
b) Calculer le coefficient de dispersion

Solution : &) X = 10366,67 DH et S= 3549,491356 DH ; b) CV =34 %

3.6.3. Exercice.

On a recensé I’ancienneté, en années par défaut, de 45 agents d’une entreprise, elle se répartit
comme sulit :

W AR, WIN
NN WO
WL WINW
wW|N|O 01|01
WININO|W
DWW G|~ |N
awo|~ho
g~ 01|01
RPOWo|F—

a) Calculer la moyenne et I’écart type de I’ancienneté ;
b) Calculer le coefficient de dispersion et donner une interprétation du résultat.

Solution : a8) Moyenne=3.56et S=1,73; b) CV =49 %
3.6.4. Exercice.

La série statistique donnant les effectifs de 40 classes d’une école est représentée par le tableau
suivant :

Nombre Nombre Nombre Nombre
d’étudiants de classes d’étudiants de classes
[12; 16] 3 [24; 28] 12
[16; 20 5 [28; 32 7
[20; 24] 9 [32; 36] 4

a) Calculer la moyenne d’étudiant par classe et I’écart type de cette série ;
b) Calculer le coefficient de dispersion et donner une interprétation du résultat ;
¢) Calculer I’indice de concentration. Qu’en déduire ?

Solution : a) X = 24,7 étudiants par classeet S=5,47 ;b) CV =22 %
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¢) Indice de concentration = 4,58 %

3.6.5. Exercice.

Les rendements a I’hectare d’une exploitation agricole composée de 200 lots, d’un hectare

chacun, sont répartis comme suit :

Rendementsen Nombre Rendementsen Nombre
guintaux delots quintaux delots
[15; 17] 3 [25; 27] 26
[17; 19 5 [27; 29 28
[19; 21] 9 [29; 31] 33
[21; 23] 12 [31; 33 34
[23; 25] 18 [33; 35 32

a) Calculer la moyenne et I’écart type de cette série ;
b) Calculer le coefficient de dispersion et donner une interprétation du résultat ;
c) Calculer I’indice de concentration. Interpréter le résultat.

Solution : a) X = 28,2 quintaux et S= 4,56 quintaux ; b) CV =16 %
¢) Indice de concentration = 3,85 %.

3.6.6. Exercice.

On considére les notes obtenues par les étudiants d’une classe, dans plusieurs matiéres, ayant

chacune un coefficient de pondération différent.

M atiéres Coefficients Notes Nombre d’étudiants
[10; 12 8
Math 4 [12; 14 12
[14; 16] 10
[7;9 4
. [9; 11] 7
Economie 2 [11; 13 13
[13; 15 6
[6; 8] 2
[8; 10[ 6
[10; 12 7
Compta 3 (12 14 10
[14; 16] 4
[16; 18 1

a) Calculer les moyennes et les écarts types des notes des étudiants dans chaque matiere ;
b) Calculer la moyenne générale et I’écart type de tous les étudiants.
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Solution : a) Pour les math ‘X = 13,13etS=1,54
Pour I’économie : X = 11,40 et S=1,87

Pour la compta : X = 11,73 et S=2/45

b) Moyenne générale = 12,28 Ecart type général = 0,77

3.6.7. Exercice.

L’entreprise  SONFI commercialise du matériel, des logiciels et des consommables
informatiques, la répartition des chiffres d’affaires en pourcentage des 5 derniéres années est
donnée par le tableau suivant :

Années Chiffres d’affaires en pourcentage (%)
Micro Logiciels Consommables Total CA
2001 40 30 30 100
2002 41 34 25 100
2003 40 37 23 100
2004 42 33 25 100
2005 43 32 25 100

a) Calculer les moyennes et les écarts types des pourcentages des chiffres d’affaires de chaque
département ;

b) I’entreprise SONFI réalise, en 2006, un chiffre d’affaires de 2 524 312,36 DH dans le
département micro, combien a-t-elle réalisé, en moyenne, dans les 2 autres départements ?

Solution : a) Pour le département micro : X = 41,2etS=1,30
Pour le département logiciels: X = 332etS=259

Pour |e département consommables : X = 256etS=2,61

b) Pour le département logiciels : CA = 2034154,62 DH
Pour |e département consommables : CA = 1568504,77 DH.

3.6.8. Exercice.

Lasociété CDG rémunére ses 25 salariés mensuellement et calcule :

25 25
a x; =125000,00DH et & x? =652 456000,00 DH
i=1 i=1
a) Calculer la moyenne et I’écart type des salaires des 25 agents de la société ;
b) Que deviennent cette moyenne et cet écart type si I’on augmente chaque agent de 10% ?
c) Que deviennent cette moyenne et cet écart type si I’on augmente chaque agent de 1000
DH par mois ?
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Solution : @ X =5 000,00 DH et S = 1047,97 DH
b) Y =5500,00 DH et Sy = 1 152,77 DH
¢) Y =6 000,00 DH et Sy = 1 047,97 DH

3.6.9. Exercice.

Le relevé statistique des poids et des longueurs des barres de fer fabriquées par la société
MARFER adonnée, pour une journée de production, les résultats suivants :

Poids Longueurs n Poids Longueurs n
(Kg) (cm) ' (Kg) (cm) '
[490 ; 500] 12 [540 ; 550 2
5,80 [500; 510 25 [550 ; 560 4
[510; 520[ 5 6.20 [560 ; 570[ 8
[500; 510 4 ’ [570; 580 12
5,90 [510; 520 36 [580 ; 590 6
[520; 530 9 [590 ; 600[ 2
[510; 520 8 [560 ; 570[ 1
6,00 [520; 530 41 [570 ; 580 5
[530; 540 10 6.30 [580 ; 590[ 4
[540; 550 3 ’ [590 ; 600[ 20
6,10 [550; 560 14 [600 ; 610[ 10
[560 ; 570[ 2 [610; 620[ 4

n;: nombre de barres ayant les caractéristiques de poids et de longueur indiquées dans le
tableau.

a) Calculer la longueur moyenne et I’écart type des barres de fer de 6,20 Kg de poids ;

b) Calculer le poids moyen et I’écart type des barres de fer de longueurs comprises entre 560 et
570 cm;

c) Calculer le poids moyen et I’écart type d’une barre de fer ;

d) Calculer la longueur moyenne et I’écart type d’une barre de fer ;

€) Quels sont les modes en poids et en longueur des barres de fer fabriquées par la société
MARFER ?

f) Quelle est lalongueur médiane des barres de fer ?

0) Quel est le poids médiant des barres de fer ?

Solution: &) X = 571,47 cmet S=12,34cm; b) X = 6,19 Kg et S= 0,051 Kg

) X = 6,03Kget S=0,173Kg: d) X = 540,79 cm et S= 33,98 cm
€) Mode en poids : Mo = 6 Kg et Classe modale en longueur : [520 ; 530[
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f)y Me=526,7cm; g) Me=59 +

3.6.10. Exercice.

0,1

—~- X0,13=595Kg

0,24

Le relevé des entrées des 5 salles d’un cinéma, relevées au cours de la semaine passée, a donné
le tableau suivant :

Jours CinéN° 1 CinéN° 2 CinéN° 3 CinéN° 4 CinéN° 5
Lundi 100 201 350 250 283
Mardi 102 210 362 242 241
Mercredi 110 204 342 236 263
Jeudi 105 206 382 246 285
Vendredi 100 212 366 283 299
Samedi 102 220 354 255 201
Dimanche 121 231 328 222 204

Capacités 250 250 400 350 300

a) Calculer la moyenne et I’écart type des entrées de I’ensemble des cinémas pour chaque jour

delasemaine;

b) Calculer la moyenne et I’écart type des entrées de chaque cinéma pendant la semaine

passée ;

¢) Quel est le cinéma qui affiche le meilleur taux de remplissage pour la semaine passée ?
d) Quel est lejour qui affiche le meilleur taux de remplissage global pour les 5 cinémas ?

Solution
a)
Jours M oyenne Ecart type
Lundi 236,8 62,5
Mardi 2314 67,2
Mercredi 231,0 59,0
Jeudi 2448 75,4
Vendredi 252,0 63,2
Samedi 226,4 68,1
Dimanche 2212 55,6
b)
CinéN° 1 CinéN° 2 CinéN° 3 CinéN° 4 CinéN°5
Moyenne 105,7 212,0 354,9 2477 253,7
Ecart type 7,6 104 174 18,9 39,6

c) C’est le cinéma N°3 qui affiche le meilleur taux de remplissage pour la semaine passée.
d) C’est le Vendredi qui affiche le meilleur taux de remplissage global pour les 5 cinémas.
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PARTIE 2
STATISTIQUE DESCRIPTIVE A DEUX VARIABLES

La statistique descriptive a deux variables est I’ensemble des méthodes qui permet d’obtenir
et de faire un 1% traitement des informations relatives a deux caractéres particuliers d’individus
d’une population donnée.

L a statistique descriptive a plusieurs objectifs :

- recueillir I’ensemble des données relatives a deux caractéres particuliers d’individus d’une
population donnée ;

- classer I’ensemble de ces données selon des séries statistiques afin de permettre d’en
faire:

* des représentations graphiques pour en visualiser Iallure ;

* des traitements mathématiques pour en déterminer certaines caractéristiques;

* des traitements mathématiques pour en déterminer les relations possibles existants entre
Ces caracteres.

Dans cette partie, nous axerons notre propos sur le dernier point relatif a la détermination
des relations de corrélation entre les caractéres étudiés.
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CHAPITRE 4

REGRESSION ET CORRELATION

4.1. INTRODUCTION.

On constate, trés souvent, dans la pratique, qu'il existe des relations entre deux ou plusieurs
variables. En analyse de régression, on cherche a expliquer une variable métrique y qui dépend
d’une ou de plusieurs variables explicatives métriques Xy, Xz, X3, . . . .Xp. A cette fin, un modéle
mathématique peut représenter convenablement la relation entre y et les x;, ce modéle servira
aussi pour faire des prévisions.

Y = (X1, X2 .0 Xp)

La variable Y s’appelle la variable expliquée, dépendante, endogéne, tandis que les
variables Xy, X2, X, . . . .Xp SOt les variables explicatives, indépendantes, exogenes.

S’appuyant sur des données observées, I’analyse de régression consiste a ajuster un modele
explicatif y = f(x)).

4.2. REGRESSION SIMPLE.

S’il n’y a qu’une seule variable explicative, on dira que le modéle de régression est ssimple.
Son but est de confirmer empiriquement une relation de cause a effet entre deux variables.
Ensuite, si cette relation est confirmée, il y aura lieu d’en évaluer I’intensité.

4.2.1. Notion de covariance.

4.2.1.1. Définition.

On définit la covariance de deux variables statistiques par la moyenne arithmétique des
produits des différences des observations par rapport aleur moyenne :
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- Casd'une série statistique double :

A0 -%) (Y- Y)
COV(x,y) ==

- Casd'un tableau de contingences::
s x possede k modalités : X1, Xo, X3, ...... Xiy veeere ) Xk

et s y possede p modalités: yi, Yo, Ya, ... Vi ceees ' Yp

g ¥ N '
_a_-q-nij(xi- X) (Yj' y)
COV(x,y) ===

n
La covariance a pour but d’étudier le sens de la relation entre deux variables statistiques :

- Une covariance positive indique une relation croissante, c’est-a-dire que les deux
variables statistiques varient dans le méme sens ; les valeurs élevées d'une série correspondent
aux valeurs élevées de l'autre ;

- Une covariance négative indique une relation décroissante, c'est-a-dire que les deux
variables statistiques varient en sensinverse ; les valeurs élevées d'une série correspondent aux
valeurs faibles de 'autre.

4.2.1.1. Propriétés.

- Formule développée de la covariance :

a0 -%x) (¥ -Y)

i=1

COV(x,y)
n

g(XiYi - X 3_/' )_(yi +Xy)
i=1

COV(x,y)

n
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2 - Q o Q Joo-
axy-yaxX;-Xay,taxy

COV(X,y) - i=1 i=1 i=1 i=1
n
axy, xy,

COV(x,y) = =—— - yx - xy + xy COV(x,y) = =—— - xy
n n
La covariance est égale a la différence entre la moyenne des produits et le produit des

moyennes.

Dans le cas d'un tableau de contingences :

0 p
a a N;X;y;

COV(x,y) = % - X y
- Transformation linéaire:
Soit latransformation linéaire d'une variable statistique x :
X' =ax + b, avec aet b deux constantes quelconques.
Soit latransformation linéaire d'une variable statistique y :
y'=ay +b', avec d et b' deux constantes quelconques.

A (%' X) (v, Y)
Cov(x'y') ==

n

n
o

& (ax. +b- ax- b)” (ay, +b-ay- b)
COV(x',y') = i

n

dax - x)ay, -y)
Cov(x'y)==2

n
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Cov(x',y") =

a aa (x,-x) (¥ -Y)

i=1

COV(x',y") = aa” COV(x,y)

- On peut démontrer la relation suivante :

ICOV(x,y)| £SX” Sy

Exemple 1: On considére un échantillon de 12 clients choisis au hasard. On note, pour un

trimestre :

- X : le nombre d'articles achetés par chacun des 12 clients;;
-y : lenombre de visites a un centre commercial, de chague client.

On obtient les résultats suivants :

Xi

34

42

53

30

50

60

46

57

32 | 24

36

28

Yi

12

14

15

10

15

17

12

14

10 | 09

11

10

Dans le but d’étudier le sens de la relation entre X et Y, calculons la
covariance (X,Y).

Xi Yi X2 yi? Xi Yi
34 12 1156 144 408
42 14 1764 19 588
53 15 2809 225 795
30 10 900 100 300
50 15 2500 225 750
60 17 3600 289 1020
46 12 2116 144 552
57 14 3249 196 798
32 10 1024 100 320
24 9 576 8l 216
36 11 1296 121 396
28 10 784 100 280
| Total 492 149 21774 1921 6423
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12 12

ax; =492 et ay, =149
i=1 i=1

12 12

& x,2= 21774 o 4y .2=1921
i=1 i=1

12
ax,y, =6423
i=1

== = ﬂ =41
n 12
8y
=izt =149 _ 19 1166667 = 12,42
n 12
o,
ax,z2 .
g =2 2224 41335
n 12

S, =4/1335=1155

12
ayi® . qgp1
S, = —-y2=""--12,41666672 =591
n 12

S, =591 =243

12
axy, ..
COV(x,y) = = - xy = % - 41 x 12,4166667 = 26,17

On verifie bien que: COV(x,y) < S, S, en effet :

COV(xy) = 26,17 < S, S, = 11,55x2,43 = 28,06
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La covariance est positive, il y a donc une relation croissante entre le nombre darticles
achetés et le nombre de visites au centre commercia : c'est-a-dire que plusil y ade visites, plus
il y a d’articles achetés, ce qui semble tout afait logique.

Exemple 2: Le concours d'acces a un établissement de formation porte sur deux épreuves :
"Expression et communication” et "Informatique’. Les candidats qui se sont présentés a ce
concours se répartissent, en fonction des notes obtenues a ces deux épreuves, de la maniére
suivante :

y[ 3 7 10 12 15
X
7 0 3 9 7 11
9 10 13 18 16 13
11 9 11 14 17 14
14 12 9 7 5 2

X : note sur 20 obtenue en expression et communication ;
y : note sur 20 obtenue en informatique.

Dans le but d’étudier le sens de la relation
covariance (x,y).

entre x et y, calculons la

Distribution marginale de x

X 7 9 11 14 Total
Effectifs | 30 70 65 35 200
é nX,2
4 g, == '2:%-10,232:4,67
- anX;
x =12 = 2045 =10,23
200
Sx =,4,67 =216

En moyenne, les candidats qui se sont présentés au concours ont obtenu une note de 10,23
sur 20 en expression et communication.

L es notes obtenues en expression et communi cation sécartent, en moyenne, de 2,16 points
de la note moyenne.
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Distribution marginale de Y

y 3 7 10 12 15 Tota
Effectifs 31 36 48 45 40 200
5
any? .
. @, =2 y2 _ 22323 9,832 =14,99
ANY,  jogs 200 200
== =" _-gg3
200 200

Sy =4/14,99 =387

En moyenne, les candidats qui se sont présentés au concours ont obtenu une note de 9,83
sur 20 en informatique.

L es notes obtenues en informatique sécartent, en moyenne, de 3,87 points de la note
moyenne.

Intensité de larelation linéaire entre X et Y

n; X; 'y, o
_Xy

Qo=
1 e

i=1

COV(x,y)= 200

$
é_ a Nij XiYj = 7x3X0+7x7x3+7x10x9+7x12x7+7x15x11
i=1 j=1
+ Ox3x10+9x7x13+9x10x18+9x12x16+9x15x13
+11x3x9+11x7x11+11x10x14+11x12x17+11x15x14
+14x3x12+14X7x9+14x10x7+14x12x5+14x15x2

¢ g
a a Ni Xiyj =19576.
i=1 j=1

COV(x,y) =2270 1023 9,83 = 268
200

La covariance est négative, il y a donc une relation décroissante entre |les notes d'expression
communication et les notes d'informatique. En d’autres termes, les candidats bons en
informatique sont, en moyenne, faibles en expression et communication.
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4.2.2. ldentification du modéle.

On doit préciser la variable dont on veut expliquer les variations (variable dépendante y),
puis celle qui est la cause de ces variations (variable explicative x).

Le diagramme de dispersion d'une variable y en fonction d'une autre variable x est formé des
points moyens conditionnels de coordonnées (x; , Vi), et donne une idée de la fagcon dont varie,
en moyenne, lavariable y en fonction de lavariable x.

A partir du diagramme de dispersion, on peut souvent représenter une courbe continue
approchant les données. Cette courbe est appelée courbe d'gjustement (voir graphe page
suivante).

Diagramme de dispersion

400

300 o

200

> 100

0 10 20 30
X

Bien que la relation entre deux variables ne soit pas toujours linéaire, on accepte, dans une
premiére approximation, de considérer que cette relation est linéaire et ce pour les raisons
simples suivantes :

- On peut toujours, dans une premiére approximation, approcher une courbe par la
corde qui lasoutient ;

- lathéorie de la régression linéaire est beaucoup plus développée et surtout beaucoup
plus simple a appliquer et ainterpréter que celle de larégression non linéaire ;

La régression linéaire permet donc de déterminer la droite qui Sgjuste au mieux aux valeurs
observées. Cette droite est appelée droite de régression de y en fonction de x.

Exemple 3: Reprenons les données de I’exemple 1, et tracons le diagramme de dispersion de
Y enfonctionde X :

Xi| 34|42 |53 |30 |50|60 |4 |57 |32|24]| 36| 28
Yi|1l2|14|15|10| 15|17 |12 |14 | 10| 09 | 11 | 10
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Diagramme de Y en fonction de X

Nombre d’articles achetés

2

10 20 30 40 50 60

Nombre de visites

70

4.2.3. Ajustement du modéle.

Le modeéle théorique en régression linéaire simple s’écrit :

y=ax+b+e

Le paramétre « a» donne la pente de la droite, appelée coefficient de régression ; il mesure
la variation de y lorsque x augmente d’une unité. Le paramétre « b » est I'ordonnée & l'origine,
c’est-a-dire lavaleur prise par y lorsque x = 0.

e Représente I'erreur aléatoire, elle est non observable et comprend ala fois les erreurs de
mesure sur les valeurs observéesde Y et tous les autres facteurs explicatifs non pris en compte

dans le modéle.

L’ analyse de régression repose sur un certain nombre d’hypothéses qui sont :

- Lavariable explicative x est mesurée sans erreur ;
- Les erreurs aéatoires e sont distribuées normalement avec une moyenne nulle et une

variance constante inconnue ;
- Leserreurs aéatoires e sont indépendantes avec la variable explicative ;
- Leserreurs aéatoires e sont indépendantes entre elles.

Il existe différentes méthodes pour gjuster une droite de régression. La méthode la plus
utilisée est la méthode des moindres carrés.
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La méthode des moindres carrés est une méthode d'gjustement qui consiste a minimiser la
somme des carrés des différences entre les valeurs observées, y;, et les valeurs estimées par la

A

droite, Y; différence appelée résidu.

Le modéle empirique, estimé a partir des observations, sera désigné de cette fagon :

y=ax+b,

& et by sont des estimations des parametres a et b du modéle théorique.

y

X X 2 X 3 X 4 X
On définit le i-eme résidu ( noté e ) comme étant |a différence mesurée verticalement sur

le graphique entre la valeur observée dey; et savaleur estimee: € =Y, - Y, .
On remarque que :
- lerésidu est positif (ei >0) si yi se trouve au-dessus de la droite au point xi.
- lerésidu est négatif (ei < 0) si yi se trouve au-dessous de la droite au point Xi.

- lerésiduest nul (ei =0) s yi setrouve précisément sur ladroite au point xi.

On désire expliquer les variations observées sur la variable dépendante y, c'est pour cette
raison qu’il faut considérer les différences mesurées verticalement.
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La méthode des moindres carrées est celle qui minimise la somme des carrés des résidus;
symboliquement, on cherche a:

& " 62 &
Minimiser |'expression: g ?i -y, - =ae
i=1 a i=1

Avec le critére des moindres carrés, tous les résidus deviennent positifs; car sinon, en nous
limitant aux résidus simples, il est impossible que des résidus positifs annulent des résidus
négatifs.

Les démonstrations algébriques sont facilitées par e recours aux outils du calcul différentiel.
La minimisation d’une fonction quadratique a plusieurs variables s’effectue en annulant les
dérivées partielles de premier ordre et en vérifiant le signe des dérivées partielles de deuxiéme
ordre.

4.2.3.1. Calcul des coefficients.

Par calcul différentiel, on cherche les 2 valeurs &, et by qui minimisent la somme des carrés
des résidus, cette somme quadratique est notée f( & , bg), puisqu’elle est fonction de 2 termes
inconnus g, et by :

A

f(a‘o’bo):éei2 = é(Yi 'Yi)2 = é-(yi QX - bo)2

f(ay , bg) est minimum lorsque les dérivées premiéres partielles de f(a , bo) par rapport a a
et a by sont nulles et que les dérivées secondes partielles sont positives.

Appelons:
- f'ao , ladérivée premiere partielle de f par rapport a a;

- f"ao , la dérivée seconde partielle de f par rapport a a,
Les 2 conditions seront vérifiéessi :

-, =0 e ' =0;

- f a >0 et f bo >0

1% Condition : écrivons que les dérivées premiéres partielles sont nulles, c'est-&-dire que :
fr,=0 et f\, =0.
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f(@ob) =807 = &Y, -V, = & (Y, -3, - by)
Ona:

o, = &-(Yi-3X; - by) =0

&(y,-a,X, - by) =0

ay,-nb,-a,ax, =0

ay,=nb, +a,ax,
Onaauss :

flo = &-2X(Y; -aX; - b)) =0

é (Xyi -bg X -a,%;2) = 0
axy;-b,ax; -aax?=

axy; =b, &x; +a,ax;?

On a donc un systéme de deux équations a deux inconnues, ces deux équations qui sont
appel ées éguations normal es sont :

ay,=nb, ta,a x;
axy; =b, &x; +a,ax;?

Calcul de by: En considérant la seconde équation, on a successivement les égalités
suivantes:

ay,=nb,+a,a %, => nby =4y, -a,ax,
ay, a x
bozi_ao_'
n n
b, =y-a, x
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Calcul de ay: En considérant le premiére équation et en 'y remplacant by par I’expression
gu’on vient d’établir, on a successivement les égalités suivantes :

axy; =b, &x; +a,ax;?
axy;=(y-ay,x)ax, +a,ax?
aX\y;=yax; - a;Xxax +aax?

o o o _2
ax;y;=nxy+a,(ax?-nx)

_ é. XiYi -nQY/

o —2
a X?-nx

Ladroite de régression de Y en fonction de X, selon la méthode des moindres carrés est la
droite d'équation :

y=a,x+h

AXY,-nXxy - -
avec: a, :'y'—_zy et b, =y-a, x
ax,2-nx

L’estimation de a et de b par la méthode des moindres carrés conduit aux formules
équivalentes suivantes :

_&xy, -nxy _COV(x,y)

aO
. —2 2
ax,2-nx S,

A

Dol y =a,X+h, :a0x+(3_/- aoi): a, (x- §)+)_/

Ces estimateurs sont des fonctions linéaires des observations X1, X», . . . Xp.

2¢ Condition : montrons que les dérivées secondes partielles sont positives, c'est-a-dire
que: f*, >0 et f", >0.

f(ag,b)=ae2=4a(y,-y;)?=a(y; -ax - by)?
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Ona:

f' =4&- X'(yi'ax' - bo)
£ = [ & -2%; -apX, - by) | =28 X? qui est bien posiif.

et:

f.bo = 2&-(Y; -apX; - by)
fry, = [25 -(y, -apX, - bo)]' =2 qui est bien positif.

Nous pouvons donc conclure que les valeurs de a, et by que nous avons déterminées
n

A L2
o

n
L - . o 0
correspondent bien a un minimum de I’expression : a SE §/i -y, =a ei2
i=1 g i=1

Exemple 4 : Reprenons les données de I’exemple 1 et déterminons la droite de régression de y
en fonction de x.

Xi Yi X2 yi? Xi i
34 12 1156 144 408
42 14 1764 196 588
53 15 2809 225 795
30 10 900 100 300
50 15 2500 225 750
60 17 3600 289 1020
46 12 2116 144 552
57 14 3249 196 798
32 10 1024 100 320
24 9 576 81 216
36 11 1296 121 396
28 10 784 100 280
Total 492 149 21774 | 1921 6423
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12 12

& x, =492 o Ay, =149
i=1 i=1

12 12

& x,2=21774 o  Ay.2=1921
i=1 i=1

12
ax,y, =6423
i=1

ax ~ay,
:L_ﬂ:4l at :L_&:12’42
n 12 n 12
12
axi? . 91774
R = - x2="—-412=1335
n 12

S, =4/1335=1155

¥
ar: 1921
—ix 2= ; 2
Sy =45 -y2=1921.12 41666672 = 501
S5=,5,91 =2,43
]52
axy, ..
COV(x,y) =2 - xy = % - 41 x 12,4166667 = 26,17
n

La droite de régression de y en fonction de x, selon la méthode des moindres carrés est la
droite d'équation :

y=a,Xxth,
& X,y -nxy - =
avec: a, :% et b, =y-a, x
& X, 2-nx
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Les calculs donnent :

_ 6423-12 " 41" 12,4166667
21774-12" 412

o =0,196005 = 0,20

On peut vérifier que:

_ COV(X.y) _ 26,17
0 2, ~ 1335

=0,196005 = 0,20

bo =12,4166667 - 0,196005 x 41 = 4,3804617

La droite de régression de y en fonction de x, selon la méthode des moindres carrés est la
droite d'équation :

y=0,20X + 4,38

4.2.3.2. Propriétésdeladroite derégression.

1) Ladroite de régression passe par le point moyen de coordonnées: (X, Y)

]

2ay.=ay « a(y -vy)=0

A

3) é (yi -V, ) % estla plus petite somme des carrés des écarts que |'on peut obtenir.

4.2.3.3. Interprétation des coefficientsa et b.

Nous donnerons, sur des exemples pratiques, les interprétations qu’il y a lieu de donner des
coefficients a et b, mais d’ores et déja, nous pouvons dire:

L e coefficient a est le taux de croissance de la variable expliquée chaque fois que la variable
explicative augment d’une unité.

Le coefficient b est I’ordonnée a I’origine, son interprétation requiert, dans chaque cas, de
revenir au probléme posé.
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Dans le cas de I’exemple 4, le modele d’ajustement a pour expression :

n

y =0,20x + 4,38 on peut interpréter |es coefficients a et b comme suit :

* a= 0,20 veut dire que pour toutes les 10 visites, il y a2 achats qui se réalisent ;

* b = 4,38 veut dire que méme sans visite, il y aentre 4 et 5 articles vendus, ce qui
semble aberrant car on ne peut imaginer des achats sans qu’il y ait des visites. Cette valeur non
nulle de b n’a donc pas de signification physique, dans le cas de notre cas.

Exemple 5 : Reprenons les données de I’exemple 1 et vérifions les 3 remarques qu’on vient de
citer.

La droite de régression de y en fonction de x selon la méthode des moindres carrés est la
droite d'équation :

y=0,20X + 4,38

Xi yi Yi i-Y;) | (Vi-Y; )?
34 12 11,04 0,96 0,91
42 14 12,61 1,39 1,92
53 15 14,77 0,23 0,05
30 10 10,26 -0,26 0,07
50 15 14,18 0,82 0,67
60 17 16,14 0,86 0,74
46 12 13,40 -1,40 1,95
57 14 15,55 -1,55 241
32 10 10,65 -0,65 0,43
24 9 9,08 -0,08 0,01
36 11 11,44 -0,44 0,19
28 10 9,87 0,13 0,02
| Total 492 149 149 0,00 9,37

1) Vérifions que la droite de régresson passe bien par le point moyen de

coordonnées(X, Y) , en effet :

y=020" 41+438 =1242= y
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n

2) Vérifionsauss que & Y, =a Y, =149 cequi donne bien
a(y,-vy)=0

3) Enfin, on vérifie bien que & (Y, - Y;)* = 9,37 ext la plus petite somme des carrés des

écarts que I'on peut obtenir. Rappelons que ce minimum est assuré par le choix des coefficients
aetb.

4.3. QUALITE DE L’AJUSTEMENT.
4.3.1. Coefficient de déter mination.

La modele d’ajustement que nous avons déterminé est de la forme: y = a x + b;
mathématiquement parlant, cette équation peut s’écrire aussi souslaforme: x =a’ y + b’. Pour
gue ces deux équations aient une cohérence mathématique, on doit avoir :

y=ax+b=a(a’y+b’)+b=aa’y+ab’+b

Ce qui donne, en identifiant les termes y dans les deux membres, les conditions nécessaires
suivantes:

aa’=1 et ab’+b=0

Mais comme les points de coordonnées ( X; , y; ) ne sont pas tous sur la droite de régression
y =ax+ b, lacondition aa’ = 1 ne peut étre satisfaite avec exactitude.

La 1% condition donne, en déduisant la formule de a’ & partir de celle de a :

& (x, - X)Ay, - ¥)* _ COV(X,y)?
* S

aa’=R2=

& (X, - X)A(y, - Y

Compte tenu de I’inégalité : |COV(X,y)| £ SX~ Sy, lecoefficient R2 £ 1. De cefait,
le modele d’ajustement adopté sera d’autant plus valide que le coefficient R2 sera proche de 1.

On appelle R?, le coefficient de détermination du modele d’ajustement ; il est égal au
pourcentage de la variation totale dans la variable y qui est expliquée par la régression. Il

synthétise la capacité de la droite de régression a retrouver les différentes valeurs de lavariable
dépendante y;
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On pourrait introduire le coefficient R2 d’une autre maniére, en effet, la variation totale

N

& (Vi -y, )?observée sur lavariable expliquée y peut étre décomposée en 2 parties :

A .2 A L2
o —\ — 0o _0 o 0
a(Yi - y) _a§i -y= +a§/i YT
@ (4]
A —('52
- Le premier terme @ §/i - Y+ désigné par SCR mesure la variation autour de la droite de
@
régression, on I’appelle Somme des Carrés due a la Régression ;
A 62
- Le second terme, & §/i - Y, + designé par SCE, mesure la variation résiduelle, on
@
I’appelle la somme des carrés due a I’erreur.
Lasomme des carrés totale SCT s’écrit donc :

SCT = SCR + SCE

Puisqu’on cherche a expliquer la variation totale de y autour de sa moyenne, SCT, on peut

2
utiliser le coefficient de détermination R comme indice de la qualité de I'gjustement de la
droite aux données.

__SCR _ A (y,- v
_SCT_ o . B
a (yi-y)?

R

Etudions tous les cas possibles des val eurs que peut prendre R? :

-CasouR2=0:

Il faut pour cela que SCR = 0, aors le modéle utilisé n'explique aucune variation dans la
variable dépendante y. En outre, SCR = 0 implique que toutes les valeurs prédites sont égales a

lamoyenne desy, soit Y, = 3_/ pouri=1,2,....n

Graphiquement, dans le cas d’une régression simple, on aura la situation suivante, dans
laquelle on peut voir clairement que la variable explicative x n’est d’aucune utilité pour
prédirey.
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-CasouR2=1:

Il faut pour cela que SCR = SCT, ce qui revient a SCE = 0. S’il en est ainsi, le modéle
utilisé explique toute la variation observée sur y. En outre, SCE = 0 implique que toutes les

valeurs prédites sont égales aux valeurs observées correspondantes de y, c’est-a-dire: yi = )A/i
pouri=1,2,...n.

Graphiquement, on a la situation suivante dans laquelle le modéle de régression explique

parfaitement les variations de y. La variable explicative x peut prédire sans erreur les valeurs de
y, au moins pour les valeurs de I’échantillon.

y

-Casgénéral : R2<1

En général, nous ne sommes ni dans le cas de R2 = 0 ni dans celui de R2 = 1 mais nous
trouvons R2 < 1 et plus R2 est proche de 1 plus le modéle peut prétendre expliquer les valeurs
dey par cellesde x.

Le coefficient de détermination R2 sert a définir le coefficient de corrélation de PEARSON
R comme nous allonsle voir juste apres.

Exemple 6 : Reprenons les données de I’exemple 1 et décomposons la somme des carrés totale
et calculons le coefficient de détermination.
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Xl Y Yio (- Yi)Yi- Y 2yi- Y )2
3411211704 018 1,89 0,91
42|14]1261| 250 0,04 1,92
53| 15| 14,77 | 666 5,52 0,05
3010|1026 | 586 | 4,66 0,07
50| 15 | 14,18 | 6,66 3,10 0,67
60| 17| 16,14 | 2098 | 1384 | 074
46|12 ]1340| 018 0,95 1,95
5714|1555 | 250 9,81 2,41
32]10]1065| 586 3,12 0,43
24| 9| 908 | 11,70 | 11,13 | o0
3611|1144 | 2,02 0,97 0,19
28] 10| 987 | 586 6,51 0,02
| Total| 492|149 149,00] 7092 | 6155 | 9,37

SCT = & (Yi-y)? =70,92
A .2
SCR = égf/i- yg = 61,55
@
A 62
SCE = ég?/i -y, T =937
%)
On vérifie bien que:

SCR + SCE = 61,55 + 9,37 = 70,92 = SCT

oo SCR _ 6155 _
SCT ~ 70,92

On peut vérifier auss que:

0,87

R?=0,932=0,87

Le nombre de visites au centre commercial explique 87 % des variations du nombre
d’articles achetés.
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4.3.2. Coefficient de corréation de PEARSON.
4.3.2.1. Définition.

On définit a partir du coefficient de détermination Rz, le coefficient de corrélation linéaire
R, il a pour objet de mesurer I'intensité de la liaison linéaire entre deux variables statistiques x
ety.

Le coefficient de corrélation de x et y peut étre estimé a I’aide d’un échantillon aléatoire de
n couples d’observations par la formule suivante :

é(xi-i)(yi_y) _ é-XiYi‘n)-(&/

VEGCRROCYE [y nxefay e nye

ro COV(X.Y)
S, S,

Cette définition montre que le coefficient de corrélation possede le méme signe que la
covariance et qu'il est toujours comprisentre -1 et +1 puisque comme on 'avu : R2< 1

Le signe du coefficient de corrélation linéaire indique le sens de la relation entre x et v,
ans :

R = +1 : dans ce cas, les points se trouvent tous sur une méme droite croissante, on
parle de corrélation linéaire positive parfaite.

R = -1: dans ce cas, les points se trouvent tous sur une méme droite décroissante, on
parle de corrélation linéaire négative parfaite.

R = 0 : dans ce cas, il n'y a aucune dépendance linéaire entre les deux variables, on
parle de corrélation linéaire nulle.

-1 < R < 0 : dansce cas, les deux variables varient en sens inverse, la relation
linéaire est faible ou forte selon que le coefficient de corrélation linéaire est proche de
Ooude-1.

0 < R < 1: dansce cas, les deux variables varient dans le méme sens, |la relation

linéaire est faible ou forte selon que le coefficient de corrélation linéaire est proche de
Ooudel.
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Le probléme de larégression est intimement lié a celui dela corrélation : plus la corrélation
est forte entre deux variables, mieux I’on pourra prédire ou expliquer la valeur de la variable
dépendante y en fonction de la variable explicative x.

On peut affirmer que la corrélation mesure I'intensité de la relation linéaire entre 2
variables aléatoires, tandis que la régresson simple est une équation décrivant le plus
adéquatement possible cette relation.

Exemple 7 : Reprenons les données de I’exemple 1 et calculons le coefficient de corrélation.

Xi Yi Xi? yi? X Yi
34 12 1156 144 408
42 14 1764 196 588
53 15 2809 225 795
30 10 900 100 300
50 15 2500 225 750
60 17 3600 289 1020
46 12 2116 144 552
57 14 3249 196 798
32 10 1024 100 320
24 9 576 81 216
36 11 1296 121 39
28 10 784 100 280
| Total | 492 149 | 21774 | 1921 | 6423

& L

a x; =492 et ay; =149

i=1 i=

]62 ]62

& x.2=21774 e ay2=1921

i=1 i=1

]62

ax;y, =6423

i=1

%2 ]62
aXi 492 avyi 149
== -"""=-41 y:L__:12’42
n 12 n 12
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12

axi® . 1774
S, =i x2=2" p2-g335
n 12
=,/1335 =1155
5 ye
Py =it yz—ligl 12,41666672 = 591
S5=,5,91 =2,43
]52
_a Xiy| -
COV(x,y) = & - xy = 61‘33 - 41 x 12,4166667 = 26,17
n
axy - nxy

R=

_ 6423-12 * 41" 12,4166667
\21774-12° 4127 \/1921-12' 12,41666672

=0,93

On peut aussi vérifier que:

_Cov(x.y) __ 2617
S, S, T 11,55 2,43

=0,93
Il'y a donc une forte corréation linéaire croissante entre le nombre d'articles achetés et le
nombre de visites des clients au centre commercial.
4.3.2.2. Propriétés du coefficient de corréation.
Ces propriétés sont au nombre de deux :
- Le coefficient de corréation linéaire est indépendant des unités de mesure.

- Le coefficient de corrélation linéaire est indépendant de toute transformation linéaire positive.
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En effet, soit les transformations linéaires des variables statistiques x et y :
X'=ax + b, avec aet b deux constantes quelconques.

y'=ay +b', avec a et b' deux constantes quelconques.

. _ COV(X',y")
ROXLWY) =——r
(X y) SXI’ Sy'
L on_a @ Cov(x,y)
R(x'y)=
COV(x,
Rocy0=i‘E§;%%2 = RXY)=tR(Y)

Une transformation linéaire ne change pas I'intensité de la relation linéaire mais elle peut
changer le sens de larelation.

4.4. CALCULSDESPREVISIONS.

Pour obtenir une prévision ponctuelle de Y pour une valeur particuliére xq de X, il suffit de
remplacer X par X dans le modele empirique, ce qui s’écrit :

A

Y =agXot+ by

Exemple 8: Reprenons les données de I’exemple 1 et effectuons une prévision du nombre
d’articles que pourrait acheter un client aprées 25 visites au centre commercial.

La droite de régression de y en fonction de x, selon la méthode des moindres carrés est la
droite d'équation :

y = 0,20 +4,38

n

Sixg=25dors Yy = 0,20 x 25 + 4,38 = 9,38 soit 9 ou 10 articles achetés aprés 25 visites
au centre commercial.
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4.5. REGRESSION NON LINEAIRE SIMPLE.

Dans certaines situations, il arrive que le nuage de points du diagramme ne ressemble pas a
une relation linéaire. La régression linéaire n'est donc pas adaptée. On doit donc gjuster une
courbe non linéaire. On parle de régression non linéaire.

Certains modéles non linéaires peuvent étre ramené a des régressions linéaires grace a des
transformations de variables. C’est les cas notamment du modéle exponentiel en & et du
modéle polynomial en x*.

4.5.1. Modéle exponentiel.
Le modéle général exponentiel a pour équation :
y =& b

Gréce a une transformation logarithmique, le modéle devient linéaire :

Log(y) = Log (a " bo’)

Log(y) = Log(ag) +Log(ho) " x

On pose:

y' = Log(y), a’o = Log(bp) et b’y = Log(by)
Le modéle devient :

y' =a+ b’ X

On détermine a’q et b’q par les formules générales de larégression linéaire.

o) rT
_ a Xiy;- Xy
o . -2

a X,2-nx

do= et b’ozy"bl';

On retrouve les constantes by et by grace al'exponentid :

b'o

a, = " et b, =€
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Exemple 9 : Le tableau suivant indique I’évolution des ventes d’un produit pour
les 12 premiers mois de son lancement :

Mois: X; Ventes:y;
1
6
10
14
25
48
63
108
161
240
325

OCO~NOULD,WNPE

P
N O

Diagramme de dispersion

350

300 4

250 4

200 4

Ventes
*

150 4

100 4

Mois

Le nuage de points du diagramme de dispersion indique que la relation entre le temps et les
ventes n'est pas linéaire, mais exponentielle.

On gjuste une courbe exponentielle d'équation :

y =& b
Gréace a une transformation logarithmique, le modéle devient linéaire :

Log(y) = Log(a " by)

Log(y) = Log(ag) +Log(bg) = x
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On pose:
y'=Log(y), ao=Log(b) et b’o = Log(ho)
Lemodéedevient:y' = a’yg + b’y” X
Xi Yi Y'i X y'i X Y'i
1 1 0,000 1 0,000 0,000
2 6 1,792 4 3,210 3,584
3 10 2,303 9 5,302 6,908
4 14 2,639 16 6,965 10,556
5 25 3,219 25 10,361 16,094
6 48 3,871 36 14,986 23,227
7 63 4,143 49 17,166 29,002
8 108 4,682 64 21,922 37,457
9 161 5,081 81 25,821 45,733
10 240 5,481 100 30,037 54,806
12 325 5,784 144 33,453 69,406
’ Total 67 38,995 529 | 169,223 | 296,773
¥ ¥
aXi =67 ayi =3899%
i=1 i=1
¥ ¥
axi?=529 QY% =169223
i=1 i=1
g
a Xiyi =296,773
i=1
& x
1
X = =1 = g = 5’58
n 12
|
iz 38,995
‘=2 =SR2 =3 950
n 12
AN
axy; .
COV(x,y) =2 — - xy'= % - 5,58 x 3,25 = 6,596
n
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On détermine by’ et b;' par les formules de larégression linéaire.

ao

_ axy,'-nxy _ 296,773-12" 558" 3,25

529-12° 5582 0°%°

ax.2-n X2
b= Y'-bi'X =325-0,509 x 5,58 = 0,410
On retrouve les constantes by et b, grace al'exponentiel :
a, =e* =™ =166
b, =" =¢e*"° =151
L'équation du modéle est donc :
y =1,66 x 151
4.5.2. Modéle polynomial.

Nous nous contenterons d’étudier, a ce niveau, le modeéle polynomial simple et nous
laisserons le cas du modéle polynomial général, lorsque nous aborderons la régression multiple.

Le modéle polynomial simple a pour équation générale:
y =a x°
Gréce a une transformation logarithmique, le modéle devient linéaire :
Log(y) = Log (2" x™)
Log(y) = Log (a) +hboLog (x)
On pose:
y' = Log(y), a’o=Log(a) et X" = Log(x)

Le modéle devient:y' = a’g + by~ X’
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On détermine a’q et b’q par les formules générales de larégression linéaire.

o X'_ |. - X' ] _ _
a’p= :—a Y y et by = y'-bl'X'

ax.2-nx

I
On retrouve les constantes g, gréce al'exponentiel : a, = g

Aprés la détermination de a, et by, |e modéle se trouve entiérement déterminé.
Remarque: dans le cas du modele polynomial du second degré qui a comme équation
générale: y = ax? + b x + ¢, on peut montrer, par un simple changement de variables, qu’on
peut revenir au modele polynomial simple du paragraphe 2.5.1., en effet, si I’on pose :
X:X—Xo ety:Y—YO

Le modéle devient :
Y—Y0=a(X—X0)2+b(X—X0)+C
Y =aX2+b(1-2aXg) X+aX3h—bXy+Yo+c

Il suffit de prendre :
Xo=1/2a et Yo=-aX%+hbXg—-c=-a4+h/l2a-c

Le modéle devient : Y = a X2 qui est le modéle polynomial ssimple.
4.6. REGRESSION MULTIPLE.

La régression multiple a pour but d’expliquer les variations d’une variable dépendante y et
p variables explicatives X, , X, , ..., Xp (p > 1), ensuite, si cette relation est confirmée d’évaluer
son intensité.

L’utilisation de plusieurs variables indépendantes, permet d’améliorer le pourcentage de
variation expliquée, c’est a dire augmenter le coefficient de détermination R2 , qui refléte la

2
qualité de I’ajustement. Ce qui implique une réduction de la variance résiduelle, S, ,cequi a
pour effet d’augmenter la précision des estimations de y.
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4.6.1. Identification du modéle.

Le modele théorique en régression linéaire multiple s’écrit :
YiTaXy * Xy * aXs t.... +qXi + by + €

Les paramétre ai sont appelés coefficients de régression partielle, ils mesurent la variation
de y lorsgue x; augmente d’une unité et que les autres variables explicatives sont maintenues
constantes.

€ représente I'erreur aléatoire, €lle est non observable et comprend alafois les erreurs de

mesure sur les valeurs observées de y; et tous les autres facteurs explicatifs non pris en compte
dansle modéle.

L’analyse de régression repose sur les mémes hypothéses présentées dans la régression
simple auxquels il faut ajouter qu’il n’y a pas de colinéarité parfaite entre les variables
explicatives x;, c’est-a-dire que leurs coefficients de corrélation linéaire doivent étre nuls ou
proches de zéro.

4.6.2. Ajustement du modéle.

De la méme maniére que la régression simple, la méthode des moindres carrés consiste a
minimiser la somme des carrés des différences entre les valeurs observées, y;, et les valeurs

estimées par le modéle, 9i différence appelée résidu.

Le modéle empirique, estimé a partir des observations, sera désigné de cette fagon :

y, =a Xy A, Xy v Xy ot A X+ b’
pour : (i=1, 2, ..., n)

a’y,a’,... eta’, ainsi que b’y sont des estimations des paramétres a, , & ... et a, ainsi que by du
modeél e théorique.

On définit lei-eémerésidu g par:e= Yi-Yi

La méthode des moindres carrés minimise la somme des carrés des résidus, somme désignée
par f(ay, &, . . .a, bo), unefonctionde (p + 1) inconnues :
2

f(a,a,,..a,b,) =4 € :é§/i - yig =4 (yi T Xy e X - bo)2
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En annulant simultanément les dérivées partielles par rapport & ay, &, . . ., €t by, on obtient
un systeme de ( p + 1) équations linéaires homogene a (p+1) inconnues qui sont justement a,
&, . . .8 €t by. Ce systéme est semblable & celui montré dans le cas de la régression linésire
simple.

Dans le cas de larégression multiple, les calculs deviennent trés complexes, et pratiquement
impossibles a faire sans I’aide de I’ordinateur. Il existe un nombre important de logiciels
informatiques qui traitent le probléme de la régression simple et de la régression multiple. Les
logiciels fournissent en plus des estimations des coefficients du modéle, toutes les statistiques et
tests nécessaires pour juger de lavalidité du modele.

Nous alons, dans ce qui suit, étudier, dans les détails, |e cas de larégression linéaire smple
adeux variables explicatives.

4.6.3. Régression linéaire a 2 variables explicatives.
Laformule généraledu modéleest:y=ay x; + @ X, + b

La méthode des moindres carrés est celle qui minimise la somme des carrés des résidus;
symboliguement, on cherche a:

& " (32 g
Minimiser |'expression: g gyi -y, T =ae
i=1 a i=1

De méme que pour la régression simple, avec le critére des moindres carrés, tous les résidus
deviennent positifs; car sinon, en nous limitant aux résidus ssimples, il est impossible que des
résidus positifs annulent des résidus négatifs.

Les démonstrations algébriques sont facilitées par le recours aux outils du calcul différentiel.
La minimisation d’une fonction quadratique a plusieurs variables s’effectue en annulant les
dérivées partielles de premier ordre et en vérifiant que les signes des dérivées partielles de
deuxiéme ordre sont tous positifs.
4.6.3.1. Calcul des coefficients.

Par calcul différentiel, on cherche les valeurs a; & et by qui minimisent la somme des carrés

des résidus, cette somme quadratique est notée f(ay,a,00), puisqu’elle est fonction des 3 termes
inconnues : les 2 termes a, €t & et le 3¢ terme by :

f(a,a,,b)=ae€2=a(y -y;)?=ay -axy; +a,X, - by)?
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f(a1,8,b0) est minimum lorsque les dérivées premiéres partielles de f(ay, &, bo) par rapport &
ay , &, et abg sont nulles et que les dérivées secondes partielles sont toutes positives.

Convenons de garder les mémes notations pour g et sont estimation aq pour simplifier les
écritures.

Appelons:
-f Iao , ladérivée premiére partielle de f par rapport a a;

- f "4, » ladérivée seconde partielle de f par rapport a &,

Les 2 conditions seront vérifiées s :
-f,=0 , f,=0, e f,=0;

-fr, >0, . >0 e f", >0.

1%¢ Condition : écrivons que les dérivées premiéres partielles sont nulles, c'est-a-dire que :
f', =0, f, =0 et f\, =0.
f(a,a,,bp)=de2=a(y;-y;)?=2a(y; -aXxy - a,X,- by)?
Ona:
fy, = a-(Yi-aX, - aXy,-b) =0
(Y -aXy - @Xy - by) =0

yi-nby-ad x;-a,ax, =0
ay,=nb, +aax; +a,ax,

Qo Qo

Onaauss :

flal = &-2Xy (Yi Xy - X5 - by) =0
& (XyY; -by Xy -aX3 -a,XX,) = 0

& XY -y & xy -8 %5 -a,8 XX, =0
&%y, by & Xy +a 8 Xy +a,8 XX,

Onaenfin:
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flaz = &-2X5 (Y -a Xy - A,Xy - by) =0
o 2 —
& (XY -bg X5 -aXy -a,X;X,) =0
o o o o 2
aXyYi-bya Xy, -ad XXy -a,8X5 =0
o _ o o Q 2
axXyy =byad Xy +ad XX, ta,a Xy,
On a donc un systéme de trois équations a trois inconnues, ces deux équations qui sont
appel ées éguations normales sont :
ay;=nb, +a,a X, +a,a X,
o — o o 2 o
aXyY =bg & Xy taax; +a,a XXy
o _ o o Q 2
axXyy =byad Xy, +ad XX, ta,a Xy,

Calcul de by: En considérant la derniére équation, on a successivement les égalités
suivantes:

ay =nb,+aax; +a,ax,
b:?:\Yi_al X]j_aaxzi
° n n n
by =y-a, X, - a,X,

Calcul dea; et de a, : En considérant les deux premiéres équations, on a:
o — o o 2 o
ax;y; =bsax; +a,ax; +a,axX;X,

o _ o o Q 2
aXyyi=byax, +a,ax;X,; +a,a Xy

Nous remplagons by par sa valeur: b, =y-a, X, - a,X, et nous divisons les deux
membres des deux égalités par n. On trouve successivement :

o s - o\ o o 2 o

AXyY=(y-a X, - a,X,)a Xy +a,a Xy +3,8 XXy
o 2N o  \o o o 2
A XY =(Yy-a, X - a,X,)8 Xy +a,8 XX, 3,8 X5

Qui deviennent aprées remplacement de by :

— - — _ — _
XY = (Y-, Xy - @,X,)X; +a X7 +a,X,X,
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o o o o2
X,y = (y'a1 Xy~ azxz)xz +61X1X2 +a2X2
Soit, en utilisant |es notations de $? et COV :

S; a, + COV (x,,X,) = COV(x,,y)
COV(x,,X,)a, +Sf a, = COV(X,,Y)

Pour résoudre ce systéme de deux éguations a deux inconnues a; et @& on proceéde par
addition. Ainsi, pour calculer a, on multiplie les 2 membres de la 1% équation par Siz et ceux

de la 2¢& équation par COV (X, X,) et on soustrait, aprés, membre & membre, la 2& équation
de la 1&. De méme, pour calculer a, on multiplie les 2 membres de la 1e équations par

COV(X,,X,) et ceux de la 2¢ équations par S)Z(1 et on soustrait, aprés, membre & membre la
1%¢ équation de la 2&. On trouve alors les résultats suivants :

S COV(X,,Y) - COV(x,,X,)COV(X,,Y)

- S2SE - COV(X,,X,)?

_§; COV(x,,y) - COV(X,,X,)COV(X,,Y)
%= S2S2 - COV(X,,X,)?

X1 X3

La régression de y en fonction de x; et de x,, selon la méthode des moindres carrés, est
I'équation :
y=a, X, +a,Xx, +b,

L’estimation de a;, de & et de b par la méthode des moindres carrés conduit aux formules
suivantes :

b, :;/'a1xl' a, X,

_S; COV(x,,Y) - COV(x,,X,)COV(X,,Y)
- S2S2 - COV(X,,X, )2
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_ 8, COV(x,,y) - COV(X,,X,)COV(X,,Y)
2 S2S2 - COV(X,,X,)?

X1 X3

A

4ol - y =a, X, +a,X, + by =a, X; +a,X, +(y'a1X1' azxz)

y =4 (X1'X1)+a2(xz - X2)+y
Ces estimateurs sont des fonctions linéaires des observationsX,; , X ,; €t Y, .

2¢e Condition : montrons que les dérivées secondes partielles sont positives, c'est-a-dire
que: f", >0 f" >0e f", >0.
1 2 0

flal = Eoi'2)(1i (yi S Xy - ApXy - bo)
fr, = 28%] ce qui est bien positif.
fla2 = éJ"'Z)(zi (yi S Xy - AyXy - bo)
fr, = 2& X5 ce qui est bien positif.

fy, = a- (Y -aXy - a,Xy - by)
1 ce qui est bien positif.

Nous pouvons donc conclure que les valeurs de a, de & et by que nous avons déterminées

A 2
2
e.

Qo5

n
correspondent bien a un minimum de I’expression : xp'l_é’1l§/i - Y, B =
1=

i=1

Remarque: Dans le cas de la régression polynomiale générale qui a pour forme:y = a,oxp +
a,o_lxp'1 + ...+ X2+ aX + a, il suffit de remplacer kaar Xk pour revenir au modéle
multilinéaire qu’on vient d’étudier.

L’équation du modéle devient, aprés le changement de variables:
Y =aXp + Ap-1Xp-1 +.. Xt aXy t+ bo

N’oublions pas que, dans un modéle multilinéaire, il est nécessaire que les variables X
soient indépendantes pour justifier le recours a plusieurs variables, mais cela n’est pas tout a

148



Statistique descriptive 4. Régression et corréation

fait le cas, dans notre modéele polynomial général transformé en modéele multilinéaire car les

x ¥ ne sont pas indépendantes, en effet prenons le cas simple de x et x2 et montrons, par un
exemple, que ces deux variables ne sont pas indépendantes :

X1 X2 =X, X42 X2 X1Xo
1,1 1,21 1,21 1,4641 1,331
1,3 1,69 1,69 2,8561 2,197
17 2,89 2,89 8,3521 4,913
1,8 3,24 3,24 10,4976 5,832
24 5,76 5,76 33,1776 13,824
3,2 10,24 10,24 | 104,8576 32,768
3,5 12,25 12,25| 150,0625 42,875
3,9 15,21 1521 | 231,3441 59,319
4.2 17,64 17,64| 311,1696 74,088
4,7 22,09 22,09 487,9681 103,82
Somme 27,8 92,22 92,22 | 1341,749 340,97
Sommes/10 2,78 9,222 9,222 | 134,1749 34,097

On calcule les variances, les écarts types des variables et leur covariance :
V(xy) = 1,4936 = Sx; =1,222129
V(x?) = 49,129656 => Sx2 = 7,009255
COV (x1,X?) = 8,45984

R(x.,x?) = 8,45984/(1,222129x7,009255) = 0,988

Le méme calcul pourra montrer que les xk etX' ne sont pas indépendantes quels que
soient k et | mais nous admettons, dans une 1%° approximation, la validité du modéle malgré
cette entorse a I’hypothése d’indépendance des variables.

Exemple 10 : Le tableau suivant regroupe les données relatives a une variable dépendante y et 2
variables explicatives x; et X,.
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X1 X2 y
15 20 90
28 15 115
40 10 120

70 9 100
120 11 130
130 8 118
160 4 98
250 7 135

Le modéle empirique, estimé a partir des observations, sera désigné de cette facon : y = &
X1+ & Xy + b.

X1 X2 y X2 X2 y? XiXo | X1y X2y
15 20 90 225 400 8100 300 1350 | 1800
28 15 115 784 225 | 13225 | 420 3220 | 1725
40 10 120 | 1600 100 | 14400 | 400 4800 | 1200
70 9 100 | 4900 81 10000 | 630 7000 900
120 11 130 | 14400 | 121 | 16900 | 1320 | 15600 | 1430
130 8 118 | 16900 64 13924 | 1040 | 15340 | 944
160 98 25600 16 9604 640 | 15680 | 392
250 7 135 | 62500 49 18225 | 1750 | 33750 | 945
Total| 813 84 906 |126909| 1056 |104378| 6500 | 96740 | 9336

N

Les moyennes::

X, =101,625 X, =10,5 et y =113,25
Lesvariances:

V(xq) = 5535,984V (x,) = 21,75 et V(Y) = 221,688

Les covariances:

COV(xy,Xp) = -254,563 COV(xy,y) = 583,469
et COV(xpy) =-22,125
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On calcule les coefficients & et & par les formules déjatrouvées:

_ S COV(xy,y) - COV(x;,X,)COV(X,,y)

- S2S2 - COV(X,,X, )2

__21.75x583469- 25456322125 _ 1 0o
5535,984x21,75- 254,563x 254,563

— S§1COV(x2,y) - COV(Xl’Xz)COV(Xlly)
S.S, - COV(x,,x,)?
_ - 5535,984x22,125 + 254,563x583,469 _

= =0,4684
5535,984x21,75- 254,563x254,563

bo =Y-a X -a, X,
=113,25- 0,1269x101,625- 0,4684x10,5 = 95,4321
Le modéle linéaire de régression multiple est donc :

y =0,1269 x, + 0,4684 x, + 95,4321

4.6.4. Qualité de I’'ajustement.

4.6.4.1. Coefficient de corrélation.

Dans le cas de la régression multiple, on parle de coefficient de corrélation multiple, il
mesure la corrélation combinée de toutes les variables du modéle. Les valeurs du coefficient de
corrélation s’interprétent de la méme maniére que pour la régression simple.
4.6.4.2. Coefficient de détermination multiple.

De la méme maniére que pour larégression simple, le coefficient de détermination indique

le pourcentage de la variation totale de y autour de sa moyenne qui est expliquée par la
régression.

La variation totale & (Y, - )_/)2 observée sur la variable expliquée y peut étre décomposée
en 2 parties:

% —"2 A

é‘(yi } Yy)zzé%i } yg +§18?/i ) yig
‘ g

2 ]
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A .2
Le premier termed §/i - yg désigné par SCR mesure la variation autour du modéle de
a

régression, on I’appelle Somme des Carrés due a la Régression. L’autre terme,
A L2
a §/i - yig désigné par SCE, mesure la variation résiduelle, on I’appelle la somme des
[4]
carrés due a I’erreur.

La somme des carrées totale s’écrit :

SCT = SCR + SCE

Le coefficient de détermination multiple R? est définit par :

SCR _ a(y;- y)?

R2= =
SCT ~ .,
a(yi-y)
On pourrait montrer par ailleurs que R? est égal au carré du coefficient de corrélation
multiple.

Le coefficient de détermination multiple ne peut étre inférieur au plus éevé des coefficients
de détermination simple entre y et chacune des variables explicatives. Si les variables
explicatives sont parfaitement indépendantes entre elles, le coefficient de détermination
multiple sera égal ala somme des coefficients de détermination simple entre y et chacune des
variables explicatives.

Le coefficient de détermination multiple tend a augmenter avec le nombre de variables
explicatives. Pour pallier cet inconvénient, on calcule un coefficient de détermination ajusté

R; qui tient compte du nombre de variables explicatives (p) et de la taille de I’échantillon (n).

Le coefficient de détermination gjusté se calcule en terme de variances, il est définit par :

SZ
R; =1- — avec S =_XE variance due a I"erreur
y n-p-1
S = variance de
’ 'n-1 Y
R;. 1. SCE/n - p-lzl_ SCEX n-1
SCT/n-1 SCT n-p-1
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n-1
n-p-1

Le R2 gjusté est inférieur au R2. Ce dernier est un estimateur biaisé, tandis que le premier est
non biaisé.

R2 =1- (1- R?)

Le R2 gjusté est préférable a R? si la taille de I’échantillon est faible. Quand n sera supérieur
a 30, il n’y aura habituellement pas beaucoup de différence entre les 2 indices.

Le R2 ajusté est plus approprié pour comparer des modéles de régression d’une variable
expliquée Y en fonction de différents sous-groupes de variables explicatives.

Exemple 11: Reprenons les données de I’exemple 10 et calculons le coefficient de
détermination.

Le modéle de régression linéaire multiple explique 29,83 % des variationsde Y.
4.7. EXERCICES D’APPLICATION.
4.7.1. Exercice.
L’entreprise SATEX désire contrler sa consommation d’énergie électrique, pour ce faire, elle
dresse le tableau des statistiques de consommation et de production des 10 derniers mois et

e, dans un premier temps de voir si la consommation dépend de la production.

Le tableau des statistiques est le suivant :

Productions | Consommation éectriquey;
Xi (kg) (kwh)
125 4650
135 5010
154 5800
162 6000
175 6500
183 7000
195 7100
220 8000
235 8500
257 9500

a) Tracer le nuage de points (X; , y;) et dire si cela inspire I’existence d’une liaison entre y et x.
Donner une judtification de cette liaison.
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b) Déterminer s’il y a une corrélation entre consommation électrique et production et si oui
établir larelation liant ces deux variables.

c) Interpréter la valeur de b, coordonnée a I’origine du modéle linéaire, c’est-a-dire au point
d’abscisse x; = 0.

d) Donner quelle serait la consommation énergétique pour une production de 300 kg.

Solution : a) Facile afaire; b) R = 0,998 avec a= 35,6
et b = 245,3; ¢) sans aucune production, on consomme 245,3 kwh d’électricité ; d) 10925,3
kwh.

4.7.2. Exercice.
Une teinturerie consomme beaucoup d’eau, cette consommation est naturellement fonction du

poids des tissus teints. Le tableau des consommations d’eau et des poids des tissus teints est
donné ci-dessous.

Tissusteints Consommation d’eau y;

xi (kg) (m’)
24 10
26 10,2
28 11
30 115
32 12
34 12,6
36 12,9
38 13
40 13,6
42 14,3

a) Tracer le nuage de points (x; , y;) et dire si cela inspire I’existence d’une liaison entre y et x.
Donner une justification de cette liaison.

b) Déterminer s’il y a une corrélation entre consommation d’eau et poids des tissus teints et si
oui établir larelation liant ces deux variables.

c) Interpréter la valeur de la coordonnée a I’origine du modele linéaire, c’est-a-dire au point
d’abscisse x; = 0.

d) Donner quelle serait la consommation d’eau pour une production de 50 kg de tissus teints.

Solution : a) Facileafaire; b) R=0,992 aveca=0,2etb=44

c) sansteindre de tissu, on consomme 4,4 m® d’eau ; d) 14,4 m® d’eau.

4.7.3. Exercice.

Un commercant désire savoir si son chiffre d’affaires d’une journée est fonction du nombre de
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clients qu’il recoit pendant cette journée. Il dresse le tableau statistique de ses chiffres d’affaires
et du nombre de clients qu’il regoit pendant les 10 derniers jours.

Nombre declients Chiffres d’affaires
Xi yi (DH)
12 190
13 230
15 280
18 300
22 310
23 400
26 420
31 480
32 540
37 620

a) Tracer le nuage de points (x; , y;) et dire si cela inspire I’existence d’une liaison entre y et x.
Donner une judtification de cette liai son.

b) Déterminer s’il y a une corrélation entre nombre de clients et chiffres d’affaires et s oui
établir larelation liant ces deux variables.

c) Interpréter la valeur de b, coordonnée a I’origine du modéle linéaire, c’est-a-dire au point
d’abscisse x; =0

d) Donner quel serait le chiffre d’affaires pour 50 clients.

Solution : a) Facile afaire; b) R = 0,983 avec a= 16,0
et b=10,5; ¢) sans aucun client, on peut réaliser 10,5 DH de chiffre d’affaires, ce qui semble
difficile a croire. 1l s’agit d’un résultat aberrant ; d) 810,50 DH.

4.7.4. Exercice.

Le directeur d’une filature de nylon désire connaitre la relation liant la consommation
énergétique de son usine avec la production de fil total et de fil teint. Pour ce faire, il dresse le
tableau de huit jours de production et classe ce tableau par ordre croissant. Etablir s’il y a :

a) une corrélation entre consommation d’électricité et production totale de fil et si oui, établir la
relation liant ces deux variables.

b) une corrélation entre consommation d’électricité et production totale de fil teint et si oui,
établir larelation liant ces deux variables.

¢) une corrélation entre consommation d’électricité, production totale de fil et production de fil
teint ; et, si oui, établir larelation liant ces deux variables

d) Interpréter la valeur de la coordonnée a I’origine du modéle linéaire, c’est-a-dire au point
d’abscisses X = Xy = 0.

€) Compte tenu des résultats des questions a), b) et ¢) calculer de 3 fagons différentes la
consommation électrique pour une production globale de fil de 400kg et une production de fil
teint de seulement 300 kg ? Interpréter chacun des 3 résultats et dire lequel choisir et
pourquoi ?
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On donne le tableau des relevés de la consommation d’électricité, de production totale de fil et
delaproduction de fil teint

xa(kg) | Xp(kg) | yi(kwh)
250 125 1510
275 130 1635
281 237 2400
292 246 2520
307 265 2730
314 268 2780
340 271 2800
355 272 2840

Solution : a8) R=0,853 avec a= 13,2 et b =-1568,6 ;

b)R=099% aveca=85etb=4726;c) a4 =212a2=756etb=4879et R=0,999; d) S
I’usine ne produit pas de fil total et de fil teint, elle peut s’attendre a une consommation
énergétique de 48,79 kwh ;

€) Selon le premier modele: Y = 13,2 x 400 — 1568,6 = 3711,4 kwh avec R = 0,853

Selon le deuxieme modéle : Y = 8,5 x 300 — 472,6 = 2077,4 kwh avec R = 0,996

Selon letroisieme modéle : y = 2,12 x 400 + 7,56 x 300 + 48,79 = 3164,79 kwh avec R = 0,999
On choisit le troisieme résultat puisque ce modele ale plus grand coefficient de corrélation.

4.7.5. Exercice.

La production céréaliére, en millions de quintaux, d’un pays évolue, avec le temps, comme le
montre le tableau donné ci-dessous :

Années xi Productions yi
6

6,5

7

9

11

15

19

22

a) Tracer le nuage de points (x; , y;) et dire si cela inspire I’existence d’une liaison entre y et x.
Donner une judtification de cette liaison.

b) On opte pour un modéle d’ajustement exponentiel. Déterminer s’il y a une corrélation entre
la production céréaliére du pays et le temps et si oui d’établir la relation liant ces deux
variables.

) Interpréter la valeur de la coordonnée a I’origine du modéle linéaire, c’est-a-dire au point
d’abscisse x; = 0.

d) Donner quelle serait la production I’année 10.

N[OOI AW IN|E

oo
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Solution : a) Facileafaire; b) R=0,99 avec a= 4,31
et b=1,22; c) L’ordonnée a I’origine 1,46 indique que si x = 0, c’est a dire I’année 0, ce qui
n’a aucun sens, la production serait de 4,31 millions de quintaux ; d) 31,5 millions de quintaux.

4.7.6. Exercice.
Les relevés des consommations moyennes d’essence d’un véhicule, au 100 km, ainsi que ceux

des vitesses auxquelles ces consommations ont été enregistrées sont donnés dans le tableau ci-
dessous:

Vitesse en km/h Consommation en 1/100 km

i Ci

95 7,05
100 7,21
105 7,41
110 7,81
115 8,12
120 8,65
125 9,41
130 10,13

a) Tracer le nuage de points (v; , ¢;) et dire si cela inspire I’existence d’une liaison entre v; et c;.
Donner une justification de cette liaison.

b) On doit choisir entre un modéle d’ajustement exponentiel et un modéle d’ajustement
parabolique, pour ce faire, il y a lieu d’abord de faire un changement de variables pour centrer
le graphe. On posedonc: V; =v; - 90 et C=¢-7

Calculer le tableau des nouvelles variables.

¢) Calculer les coefficients du modéle exponentiel ains que le coefficient de corrélation
correspondant.

d) Caculer les coefficients du modéle parabolique ainsi que le coefficient de corrélation
correspondant.

€) Choisir le modéle qui s’ajuste le mieux.

f) Donner quelles seraient les consommations pour des vitesses de 50 km/h, 70 kmvh et 160
knmvh.

Solution : a) Facile afaire; b) Facile afaire;

c)R=0,96 aveca=0,06 et b=1,11; d) a=0,0021 b = -0,0098 et c = 0,0716 avec R = 0,999 ;
e) Le modele parabolique a le coefficient de corrélation le plus élevé, c’est donc le modele qui
s’ajuste le mieux ;

f) La consommation est donc Ci = 0,0021 Vi2 - 0,0098 Vi + 0,0716

Pour une vitesse de 50 km/h, Ci = 10,91 1/100km ;

Pour une vitesse de 70 km/h, Ci = 8,13 1/100km ;

Pour une vitesse de 160 km/h, Ci = 16,94 [/100km.
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4.7.7. Exercice.

L’entreprise SATEL désire connaitre comment évolue son chiffre d’affaires mensuel en fonction
de la publicité qu’elle passe dans les journaux et des prospectus qu’elle distribue dans les boites
aux lettres des particuliers.

Les relevés de 10 mois des chiffres d’affaires, des dépenses publicitaires et des dépenses pour
les prospectus sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Dépensesen 1 000 DH CA en 1 000 DH

pi fi Vi

100,00 1,20 195,25
125,00 2,10 235,65
130,00 3,20 241,15
132,00 3,30 242,85
140,00 4,20 250,55
152,00 4,80 265,25
155,00 5,50 270,15
157,00 5,70 274,55
159,00 5,90 275,95
163,00 6,50 281,45

a) Etablir s’il y a une corrélation entre le chiffre d’affaires mensuel et la publicité que passe
I’entreprise dans les journaux.

b) Etablir s’il y a une corrélation entre le chiffre d’affaires mensuel et les prospectus que
distribue I’entreprise dans | es boites aux lettres.

c) Calculer les éléments du modéle d’ajustement linéaire du chiffre d’affaires mensuel en
fonction de la publicité que passe I’entreprise dans les journaux.

d) Calculer les éléments du modele d’ajustement linéaire du chiffre d’affaires mensuel en
fonction de la dépense pour les prospectus que distribue I’entreprise dans les boites aux lettres.
e) Calculer les éléments du modéle d’ajustement linéaire du chiffre d’affaires mensuel en
fonction de la dépense de la publicité que passe I’entreprise dans les journaux et de celle des
prospectus que distribue I’entreprise dans les boites aux lettres.

f) Interpréter la valeur de la coordonnée aux origines (au point de coordonnées p, = 0 et f; =
0,00 DH) du modélelinéaire.

g) Indiquer sur quelle variable pi ou fi doit agir le chef d’entreprise pour avoir la meilleure
augmentation du chiffre d’affaires.

h) Compte tenu des résultats des questions c), d) et €) caculer, de 3 fagons différentes, le
chiffre d’affaires pour des dépenses de publicité de 185 735,32 DH et des dépenses de
prospectus de 7 245,36 DH ? Indiquer lequel des 3 résultats choisir et dire pourquoi.

Solution : @) R=0,99619 ; b) R=0,9637; c) vi=1,31 pi + 67,54 ; d) vi = 14,34 fi + 192,48 ;
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€) Vi = 1,67 pi — 4,08 fi + 34,79 avec R = 0,998 ; f) Sans dépense de la publicité dans les
journaux ni de dépenses dans des prospectus que distribue I’entreprise dans les boites aux
lettres, on peut s’attendre en moyenne a un chiffre d’affaires mensuel de 34790 DH ; g) La
dépense de la publicité dans les journaux est plus corrélée (0,99619) a la dépense dans des
prospectus que distribue I’entreprise dans les boites aux lettres (0,9637). Le chef d’entreprise
doit agir sur la dépense de la publicité dans les journaux pour avoir la meilleure augmentation
du chiffre d’affaires ;

h) vi =1,31 pi + 67,54 = 1,31 x 185,73532 + 67,54 = 310,853 soit 310853 DH

vi = 14,34 fi + 192,48 = 14,34 x 7,24536 +192,48 = 296,378 soit 296378 DH

vi = 1,67 pi — 4,08 fi + 34,79 = 1,67 x 185,73532 — 4,08 x 7,24536 + 34,79 = 315,407 soit
315407 DH.

On peut retenir le troisiéme résultat (315407 DH) puisque ce modéle possede le coefficient de
corrélation le plus élevé.

4.7.8. Exercice.

La production intérieure brute d’un pays évolue, avec le temps, comme indiqué, dans le tableau,
Ci-dessous :

. PIB en milliards de DH
années Xi o
1997 1 2,79
1998 2 2,87
1999 3 2,95
2000 4 3,01
2001 5 3,15
2002 6 3,25
2003 7 3,27
2004 8 3,33
2005 9 345

a) Tracer le nuage de points (x; , p;) et dire si cela inspire I’existence d’une liaison entre p; et x;.
Donner une judtification de cette liai son.

b) On doit choisir entre un modéle d’ajustement exponentiel et un modéle d’ajustement
parabolique, pour ce faire comparer les coefficients de corréation des deux modeles.

c¢) Calculer les coefficients du modéle qui possede le meilleur coefficient de corrélation.

d) Donner quelles seraient les PIB pour les années 2006 et 2007.

Solution : a) Facile afaire; b) Pi = 2,73 x 1,03 avec R = 0,992
¢) Pi =-0,001 xi2 + 0,093 xi +2,69 avec R = 0,994 ;

d) Pour I’année 2006, xi = 10

Pi =-0,001 x 102 + 0,093 x 10 +2,69 = 3,52 milliards de DH
Pour I’année 2007, xi = 11

Pi =-0,001 x 112+ 0,093 x 11 +2,69 = 3,592 milliards de DH
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4.7.9. Exercice.

Le nombre d’abonnés a un service téléphonique au cours des neuf premiers mois de son
lancement sont comme suit :

Mois Périodet Nombre d’abonnés y(t)

Janvier 1 1

Février 2 6

Mars 3 10
Avril 4 14
Mai 5 25
Juin 6 48
Juillet 7 63
Aolt 8 108
septembre 9 161

a) Tracer le nuage de points (t; , yy) et dire si cela inspire I’existence d’une liaison linéaire ou
non linéaire. Donner une justification de cette liaison ;

b) On doit choisir entre un modele d’ajustement exponentiel et un modéle d’ajustement linéaire,
pour ce faire comparer les coefficients de corrélation des deux modéles ;

¢) Calculer les coefficients du modéle qui possede le meilleur coefficient de corrélation ;

d) Donner quelles seraient le nombre de nouveaux abonnés pour les trois derniers mois de
I’année.

Solution : &) Facile a faire; b) Modéle linéaire R = 0,91 ; Modéle exponentiel R = 0,97 ;
Modéle qui posséde le meilleur coefficient de corrélation : Y = 1,29 x 1,76"

d) Pour lemois 10 : Y = 1,29 x 1,76 = 368 abonnés ;

Pour lemois 11 : Yy = 1,29 x 1,76 = 647 abonnés ;

Pour lemois 12 : Y, = 1,29 x 1,76 = 1140 abonnés.

4.7.10. Exercice.

Une entreprise agricole dispose de données observées au cours de 10 années successives
relatives aux variables suivantes :

y : Rendement d’une culture sous serre.
X1 : Quantité d’eau d’irrigation en mm.
X, : Température moyenne.

Les données sont les suivantes :

Année X1 X2 y
1 87,9 19,6 28,37
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2 89,9 15,2 23,77
3 153,0 19,7 26,04
4 132,1 17,0 25,74
5 88,8 18,3 26,68
6 220,9 17,8 24,29
7 117,7 17,8 28,00
8 109,0 18,3 28,37
9 156,1 17,8 24,96
10 181,5 16,8 21,66

A partir de ces données, on cherche le modéle de régression linéaire qui permet d’expliquer au
mieux le rendement en fonction des variables météorol ogiques.

a) Etablir s’il y a une corrélation entrey et x;.

b) Etablir s’il y a une corrélation entrey et x,,

c) Calculer les coefficients du modele d’ajustement linéaire de y en fonction de x;.

d) Calculer les coefficients du modele d’ajustement linéaire de y en fonction de x,.

e) Calculer les coefficients du modele d’ajustement linéaire de y en fonction de x; et de x,,

f) Calculer et interpréter le coefficient de détermination du modéle d’ajustement linéaire de y
en fonction de x; et de x,.

g) Indiquer sur quelle variable météorologique I’exploitant agricole doit agir pour avoir le
meilleur rendement.

Solution : a) Corrélation entrey et x; : 0,52

b) Corrélation entrey et x, : - 0,30

c) Modeéle d’ajustement linéaire de y enfonctiondex; : y = 0,31 x1 + 212,12

d) Modeéle d’ajustement linéaire de y en fonction de x, : y =- 5,86 x2 + 357,74

€)Y =0,30 x1-5,60 x2 + 312,60 ; f) R2= 0,354

0) Lavariable x; est plus corrélée avec y (0,52) que la variable x, (-0,30), I’exploitant agricole
doit donc agir sur laquantité d’eau d’irrigation pour avoir le meilleur rendement.
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CHAPITRE 5
LESSERIES CHRONOLOGIQUES

5.1. DEFINITION.

Une série chronologique ou temporelle, est une suite d’observations numériques d’une
grandeur effectuées aintervalles réguliers au cours du temps.

Les exemples dans e monde économique et socia sont donc nombreux : inflation, cours
boursiers, chdmage, productions, exportations, natalité, immigration, scolarisation,
logement, chiffre d’affaires, stocks, ventes, prix, vie d’un produit, clientéle, etc.

Si on notey lagrandeur alaguelle se rapportent les observations, une série chronologique
est donc une série statistique a deux variables (t , y) dont la seconde variable est le tempstt.

La spécificité de I’analyse d’une série chronologique est I'importance accordée a I’ordre
dans lequel sont effectuées |es observations. En séries chronologiques la dépendance
temporelle entre les variables constitue la source principale d’information.

L’échelle de mesure de la grandeur sera toujours représentée par une variable continue a
valeursréelles.

Lafréguence des observations peut étre journaliére, hebdomadaire, mensuelle, trimestrielle,
annuelle ou autre. Dans bien des situations économiques, un effet saisonnier lié a une
période connue est pressenti. Une série journaliére sera observée pendant plusieurs
semaines avec une périodicité de 5, 6 ou 7 jours selon le cas; pour une série mensuelle
observée sur plusieurs années, la période est égale a12 ; pour une série trimestrielle
observée sur plusieurs années, la période est égale a 4.

La variable mesurée peut étre I’état d’une grandeur a I’instant de mesure, on parle de niveau
d’un stock, du chiffre d’affaires, du bilan d’une activité au cours de la derniére période
écoulée, etc.
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Une série chronologique doit respecter les points suivants:

- Régularité des observations: ce n’est pas toujours vrai pour beaucoup de variables
économiques ou financiéres puisque les mois ne comportent pas le méme nombre de jours, en
particulier de jours ouvrables.

- Stabilité des structures conditionnant le phénomene étudié: La plupart des séries
étudiées concernent des grandeurs économiques et les techniques d’analyse cherchent a
déterminer I’évolution lente du phénomene ainsi que ses variations saisonniéres (pour une
meilleure compréhension ou a des fins de prévision). Cela suppose une certaine stabilité qui,
lorsqu’elle n’est pas vérifiée, peut étre obtenue en décomposant la série observée en plusieurs
SEries successives.

- Permanence de la définition de la grandeur étudiée: Cette condition, qui parait
évidente, n’est parfois pas respectée. C’est en particulier le cas de certains indices économiques
(changement de base ou carrément du mode de calcul de I’indice).

- Aspect périodique d’une partie de la grandeur observée: Cette condition est
indispensable dans I’'usage des techniques cherchant a déterminer des variations saisonnieres.
Elle suppose comparable deux observations relatives au méme mois de deux années différentes.
Elle n’exclut pas I’existence d’une évolution lente. Elle indique qu’une part du phénomene (la
composante saisonniére) se répéete de fagon plus ou moins identique d’une année a I’autre. Dans
cecasil est souvent commode de présenter les données dans une table a double entrée.

Exemple 1 : les ventes trimestrielles en milliers de DH réalisées par une entreprise au cours
des quatre derniéres années sont regroupées dans le tableau suivant :

Années Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
2002 190 160 251 200
2003 320 290 359 317
2004 426 405 483 433
2005 558 525 607 550

5.2. REPRESENTATION GRAPHIQUE.

La représentation graphique des observations est une étape indispensable avant
d’entreprendre une analyse plus technique d’une série chronologique. Les points (t, y), avec
t=1, 2, 3, etc. sont représentés dans un systeme d’axes orthogonaux. lls sont joints
chronologiquement par des segments de droite pour faciliter la visualisation. Cette
représentation permet d’apprécier I’évolution lente du phénoméne, de dégager les périodes
de stabilité. Elle suggére parfois d’opérer une transformation de la grandeur. Cette
représentation graphique est également utile pour le choix d’un modéele.

Exemple 2 : Reprenons les données de I’exemple 1 et représentons graphiquement la série
des ventes. Pour ce faire, classons les données par ordre chronologique en affectant a chaque
trimestre son numéro d’ordre.
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Pour cette présentation, les données doivent étre transformeées en une série statistique a deux
variables, lavariable y désignant les ventes et la variable t représentant |e temps.

Tempst Ventey
1 190
2 160
3 251
4 200
5 320
6 290
7 359
8 317
9 426
10 405
11 483
12 433
13 558
14 525
15 607
16 550

Ventes trimestrielles entre 2002 et 2005

700
600 -
500 -
400 -
300 -
200 -
100

0 — T 7T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Ventes y

Temps t
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5.3. LESPRINCIPAUX MOUVEMENTSDES SERIES CHRONOL OGIQUES.

La succession des données observées ou série brute, résulte de quatre composantes ou
mouvements :

5.3.1. Tendance.

La composante fondamentale ou tendance (trend, en Anglais) traduit I’évolution @ moyen
terme du phénomene. On parle aussi de mouvement conjoncturel ou mouvement extra-
saisonnier. La série chronol ogique peut étre globalement croissante, décroissante ou stable.
La connaissance du trend permet la comparaison des séries chronologiques. De plus c’est a
partir de latendance que seront étudiées les autres composantes de la série. En effet, la
grandeur étudiée ne suit pas généralement un mouvement régulier, mais fluctue au cours du
temps. Ces fluctuations sont de natures différentes selon leur périodicité.

Letrend est une fonction a variation lente, elle sera estimée sous forme paramétrique ou
comme le résultat d’une opération de lissage.

5.3.2. La composante saisonniére.

La composante sai sonniére ou mouvement saisonnier représente des effets périodiques de
période connue p qui se reproduisent de fagon plus ou moins identique d’une période sur
I’autre. La composante saisonniére permet simplement de distinguer a I’intérieur d’une
méme période une répartition stable dans le temps d’effets positifs ou négatifs qui se
compensent sur I’ensemble de la période, c’est-a-dire, au-dessus ou au-dessous du trend.
L’étude de ces fluctuations est indispensable pour la prévision a court terme. L’élimination
du mouvement saisonnier est nécessaire a la poursuite de I’étude de la série.

5.3.3. La composante cyclique.

La composante cyclique rend compte des fluctuations longues que la variable peut parfois
présenter autour de latendance. Les fluctuations cycliques qui traduisent la vie économique
peuvent avoir une amplitude de plusieurs années qui est souvent mal définie. Cette
composante est prise en compte dans la tendance sur les séries de taille moyenne et ne sera
pas étudiée en tant que telleici.

5.3.4. La composante résiduelle.
La composante résiduelle ou variations accidentelles est la partie non structurée du
phénomene. Ce sont des variations a caractére souvent imprévisible et qui modifient

ponctuellement la série chronologique : gréve, guerre, mesures fiscales, sécheresse pour les
productions agricoles. On parle de bruit blanc.
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Exemple 3 : Reprenons le graphique de I’exemple 2.

Ventes trimestrielles entre 2002 et 2005

700
600 A
500 1
400 +
300 1
200 1
100 A
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Ventes Yt

Temps t

On remarque sur la représentation graphique ci-dessus, ce qui suit :
- I’évolution a moyen terme des ventes se traduit par une tendance croissante ;

- lareprésentation graphique n’indique aucune fluctuation non structurée qui modifie
ponctuellement la série des ventes. 11 y adonc une faible présence de la composante
résiduelle.

- la série des ventes ne suit pas un mouvement régulier, mais fluctue au cours du temps,
autour de satendance. Ces fluctuations sont de natures différentes selon leur périodicité.

La représentation graphique indique des fluctuations périodiques de période 4 qui se
reproduisent de fagon plus ou moins identique d’un trimestre sur I’autre. En effet :

- du premier au deuxieéme trimestre de chague année on constate une baisse des ventes ;
- au troisieme trimestre de chaque année, il y a une hausse des ventes ;
- au quatriéme trimestre de chague année, on note de nouveau une baisse des ventes.
On peut donc parler d’un effet saisonnier.
5.4. LESSCHEMASDE COMPOSITION.
La donnée observée & la date t ou donnée brute d’une série chronologique, désignée par
y(t), peut donc s’interpréter comme résultant de la superposition des quatre composantes, le

Trend désigné par Tt ; la composante saisonniére St, la composante cyclique Ct et la
composante résiduelle Rt.
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Pour pouvoir séparer les quatre composantes servant a décrire la série observée, il est
nécessaire de préciser leur mode d'interaction. La plupart des séries chronologiques entrent
dans I'un des schémas suivants :

5.4.1. Schéma additif.
Selon ce schéma, la série brute résulte de la somme du mouvement de longue durée Tt, du

mouvement saisonnier St, du mouvement cyclique Ct et du mouvement accidentel ou
résiduel Rt :

y(t) =Tt+St+Ct+Rt
St, Ct, et Rt sont alors les éléments que I’on doit ajouter a la valeur Tt de la tendance a la
date t pour obtenir la donnée observée y(t). Ce modéle considére que les mouvements
saisonnier et cyclique sont indépendants du niveau de y atteint sur le trend.

5.4.2. Schéma multiplicatif.

On peut au contraire penser que les variations cycliques et saisonniéres suivent I’évolution
générale de la grandeur. On adopte alors un modéle multiplicatif :

YY) =Ttx StxCtx Rt

Ou St, Ct et Rt sont les coefficients par lesquels on doit multiplier Tt, position sur le Trend
aladatet, pour obtenir ladonnée observéey.

5.4.3. Schéma mixte.

On peut aussi noter que ces deux hypotheses ne sont pas incompatibles. Le schéma additif
et le schéma multiplicatif peuvent étre combinés pour donner un schéma dit « mixte ».

Yt=TtxSt+Ct+ Rt

Les modeéles sus-indiqués sont tous acceptables. Cependant, il est fréquemment fait usage
du modéle multiplicatif pour étudier les techniques associées a I’analyse des séries
chronologiques.

Exemple 4 : Reprenons le graphique de I’exemple 2.
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Ventes trimestrielles entre 2002 et 2005
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On peut remarquer sur le graphique que les variations saisonniéres suivent I’évolution
générale de la série, on adopte a ors un modéle multiplicatif :

Yt)=Ttx Stx Rt

Ou St et Rt sont les coefficients par lesquels on doit multiplier Tt, position sur le Trend ala
datet, pour obtenir la donnée observée y(t).

5.5. LES METHODES DE LISSAGE.

Les méthodes de lissage sont des méthodes de réduction ou d’élimination des fluctuations
aléatoires dans le but de découvrir I’existence d’autres composantes.

5.5.1. La méthode des moyennes mobiles.
Les opérations de lissage sont réalisées par le biais de moyennes mobiles. Celles-ci sont trés

utilisées car elles sont a la fois de conceptions simples, faciles a mettre en ceuvre et
suffisantes dans bien des situations.

Une série chronologique est lissée en remplacant chague valeur y(t) par une moyenne
arithmétique des valeurs qui I’entourent. Une moyenne mobile pour une période de temps
est une moyenne arithmétique simple des valeurs de cette période et de celles avoisinantes.

Le lissage d’une série chronologique y(t), par une moyenne mobile d’ordre impair n = 2k +
lestdéfinipourt=k+1,...,T-k,par:

MM(y(1)) = %(Ym Y e Vi
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Par exemple, pour calculer les moyennes mobiles de longueur 3 pour une période
guelconque, nous sommons 3 valeurs de la série chronologique : lavaleur delasérie dela
période en question, la valeur de celle qui précéde et lavaleur de celle qui suit et nous
divisons par 3. Nous cal culons les moyennes mobiles pour toutes les périodes exceptésla
premiere et laderniére.

Il est difficile de discerner les composantes de la série chronologique si I’on se réfere
uniquement au graphe représentatif de la série brute et ce en raison du large volume ou effet
delavariation aléatoire présente. Pour essayer de voir comment la méthode des moyennes
mobiles réduit les fluctuations al éatoires, on se référe ala représentation graphique de la
série des moyennes mobiles.

Il est a noter aussi que les moyennes mobiles de longueur 5 «lissent» la série brute plus que
lorsqu’on utilise les moyennes mobiles de longueur 3. En général, plus la période sur
laguelle nous faisons les moyennes est longue, plus la série brute devient lisse.

La série lissée est plus courte que I’originale puisque des valeurs sont manquantes a chaque
extrémité de la période d’observation.

Exemple 5: Reprenons les données de I’exemple 1 et calculons les moyennes mobiles
d’ordre 3 et les moyennes mobiles d’ordre 5.

Utilisons la présentation des données sous forme d’une série statistique a deux variables, la
variable y(t) désignant les ventes et lavariable t représentant le temps.

Pour calculer les moyennes mobiles de longueur 3 pour une période quelconque, nous
sommons la valeur de la série chronologique de la période en question aux valeurs de celle
qui précede et de celle qui suit et nous divisons par 3. Nous calculons les moyennes mobiles
pour toutes les périodes exceptés la premiére et laderniére.

MM3(y(t)) = % (Ver * Vi + Yeo)

Tempst Ventesy
1 190
160
251
200
320
290
359
317
426
405
483

OO N[O~ WIN

(=Y
o

[
[
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12 433
13 558
14 525
15 607
16 550

Faisons, par exemple, les calculs pour MM3(Y ;) et MM3(Y5) :
MM3(y,) = % (190 + 160 + 251) = 200,33

MM3(ys) = % (160 + 251 + 200) = 203,67

Pour calculer les moyennes mobiles de longueur 5, pour une période quelconque, nous
sommons lavaleur de la série chronologique de la période en question aux 2 valeurs
précédentes et aux 2 valeurs suivantes et nous divisons par 5. Nous calculons les moyennes
mobiles pour toutes les périodes exceptés les 2 premieres et les 2 dernieres.

MMS(Y(0) = £ (iz+ Yea + Yo+ Yor Yeo)
Faisons, par exemple, les calculs pour MM5(Y 3) et MM5(Y ) :
MM5(Y3) = % (190 + 160 + 251 + 200 + 320) = 224,20

MM5(Y ) = % (160 + 251 + 200 + 320 + 290) = 244,20

L e tableau ci-dessous donne les résultats pour |es moyennes mobiles de longueur 3, MM 3 et

de longueur 5, MM5 :

Tempst Ventey Moyennes mobilesd'ordre 3 |Moyennesmobilesd'ordre5
(MM3) (MM5)
1 190 - -
2 160 200,33 -
3 251 203,67 224,20
4 200 257,00 244,20
5 320 270,00 284,00
6 290 323,00 297,20
7 359 322,00 342,40
8 317 367,33 359,40
9 426 382,67 398,00
10 405 438,00 412,80
11 483 440,33 461,00
12 433 491,33 480,80
13 558 505,33 521,20
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14 525 563,33 534,60
15 607 560,67 -
16 550 - -

Pour essayer de voir comment la méthode des moyennes mobiles réduit les fluctuations
aléatoires, examinons les représentations graphiques de la série brute, de la série des
moyennes mobiles MM 3 et de |a série des moyennes mobiles MM5.

600

500 1

400 A

300 A

200 A

100 +

0

—&— Ventes Yt —l— MM3 —&— MM5

On remarque bien, sur le graphique, que les moyennes mobiles de longueur 5 «issent» la
série brute plus que les moyennes mobiles de longueur 3. En général, plus la période sur
laquelle nous faisons les moyennes est longue, plus la série brute devient lisse.

5.5.2. La méthode des moyennes mobiles centr ées.

Si I’on décide d’adopter un nombre pair de périodes pour calculer les moyennes mobiles,
nous serons confrontés au probléme de la place ou position des moyennes mobiles
calculées. Obtenir des moyennes mobiles qui se situent entre deux périodes cause des
problémes notamment d’interprétation. La méthode des moyennes mobiles centrées corrige
ce probléme. Cette méthode consiste a calculer des moyennes mobiles d’ordre 2 aux
moyennes mobiles déja obtenues.

Exemple 6: Reprenons les données de I’exemple 5 et calculons les moyennes mobiles
d’ordre 4.

Pour calculer les moyennes mobiles de longueur 4 nous sommons les valeurs de la série
chronologique de 4 périodes successives et nous divisons par 4. Les moyennes mobiles ainsi
calculées se positionnent entre 2 périodes. La méthode des moyennes mobiles centrées
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corrige ce probléme. Cette méthode consiste a calculer des moyennes mobiles d’ordre 2 aux
moyennes mobiles déja obtenues.

MM4(y1:) = % (Yeo + Ye1 + Vit Yes1)

MMA(y(; ; 1+1)) = % (Yer + Vi + Y1t Vi)

La moyenne mobile centrée pour lapériodet est :

MMCA(Y) = 5 [MMA4((.1.9) + MMA(, o)

Des trois égalités précédentes, nous pouvons, sans calculer les moyennes mobiles d’ordre 4,
donner directement I’expression de la moyenne mobile centrée pour la période t :

MMCA(y,) = % (0,5 Ye2 + Y1 + Yit+ Vst 0,5 Yiv0)

Faisons, par exemple, les calculs pour MM4(Y (5. 3)) &t MMA(Y (3. 4) :
MMA4(y; 3) = % (190 + 160 + 251 + 200) = 200,25

MMA(y; o) = % (160 + 251 + 200 + 320) = 232,75

La moyenne mobile centrée pour la période 3 est :

MMCA(ys) = % (200,25 + 232,75) = 216,5

La moyenne mobile centrée pour la période 3 peut étre directement calculée par :

MM CA4(ys) =% (0,5 x190 + 160 + 251 + 200 + 0,5 x 320) = 216,5

L e tableau ci-dessous donne les résultats pour les moyennes mobiles de longueur 4 MM4 et
les moyennes mobiles centrées MMC4 :

Tempst Vente | Moyennes mobilesd'ordre 4 | M oyennes mobiles centréesd'ordre 4
Y(t) (MM4) (MM C4)
1 190 -
2 160 -
200,25
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3 251 216,50
232,75
4 200 249,00
265,25
5 320 278,75
292,25
6 290 306,88
321,50
7 359 334,75
348,00
8 317 362,38
376,75
9 426 392,25
407,75
10 405 422,25
436,75
11 483 453,25
469,75
12 433 484,75
499,75
13 558 515,25
530,75
14 525 545,38
560,00
15 607 -
16 550 -

Examinons la représentation graphique de la série brute et de la série des moyennes mobiles

centrées d’ordre 4 MMCA4.
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On remarque bien, sur le graphique, que les moyennes mobiles centrées d’ordre 4 ont lissé
lasérie brute.

5.5.3. Laméthode exponentielle

Deux inconvénients sont associés a la méthode des moyennes mobiles pour le lissage d’une
série chronologique :

- Premiérement, nous n’avons pas de moyennes mobiles pour le premier et le dernier
groupes de périodes de la série. Au cas ou la série chronologique serait composée d’un
nombre limité d’observations, les valeurs omises peuvent représenter une importante perte
d’information ;

- Deuxiémement, les moyennes mobiles «négligent» la plupart des valeurs précédentes de la
série chronologique, la moyenne mobile refl éte des périodes avoisinantes mais n’est pas
affectée par tout le passé.

Ces deux inconvénients sont corrigés par la méthode exponentielle d’une série qui est
définie de lafagon suivante :

St =wy + (1-w) Sy, pourt3 2
Avec :

- St : valeur de la série chronologique lissée exponentiellement ala date t.

* y(t) =y, : valeur de la série chronologique aladatett .

* S : valeur de la série chronologique lissée exponentiellement aladatet 1.

* w : constante ou coefficient de lissage, avec O£ w £1.

* (1-w), appelé facteur d’oubli, représente le poids accordé a la nouvelle acquisition.
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On commence par poser : S; = y; cequi donne:

S =Wy, + (1-w) S =wy, + (1-w) y;
S =wys+ (1-w) S;=wys + (1-w) [wyz + (1-w) yq]
S;=wys +w (1-w) yo + (1-w) *

En regle générale, on obtient :
St=wy + W (1W) y 1+ W (1wW)’y o+ ..+ (1w) Py,

Cette derniére formule indique que la série « lissée » aladate t, dépend de toutes les
observations antérieures de la série chronologique. L’intérét de la méthode réside dans la
facilité de mise a jour lors de I’acquisition d’une nouvelle donnée.

Le choix de la constante de lissage est important. Les valeurs proches de O produisent un
degré de lissage assez important et correspondent a un lissage rigide, car le passe intervient
peu, alors que les valeurs proches de 1 résultent dans un lissage assez limité de la série et
donnent un lissage souple ou |e passé conserve, assez longtemps, son influence.

La particularité consiste a accorder aux valeurs passées une importance qui décroit de

mani ere exponentielle avec le temps, on parle de facteur d’oubli. L autre point important est
que la mise a jour, lors de I’acquisition d’une nouvelle observation y+.1, est réalisée de
facon simple.

Le lissage exponentiel n’est pas adapté a une série chronologique présentant une tendance
variant fortement ou un effet saisonnier trés marqué.

Exemple 7 : Reprenons les données de I’exemple 5 et appliquons la méthode exponentielle
delissage avec w = 0,2 et w = 0,7 €t représentons graphiquement les résultats.

Les valeurs lissées exponentiellement sont obtenues a partir de la formule suivante :

St=wy + (1-w) S Pour t3 2
On commence par poser : S; = y; =190
Pourw=0,20ona:

$,=0,2x 160+ 0,8 x 190 = 184
$=0,2x 251+ 0,8x 184 =197,40

Pourw=0,70ona:

$,=0,7x 160 + 0,3 x 190 = 169
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S;=0,7x 251 + 0,3 x 169 = 226,40

L e tableau, ci-dessous, donne les résultats de calculs pour le lissage exponentiel, pour w =
0,2 et le lissage exponentiel, pour w = 0,7 :

L issage exponentiel L issage exponentiel
Tempst Ventes yt W=02 W=07
1 190 190,00 190,00
2 160 184,00 169,00
3 251 197,40 226,40
4 200 197,92 207,92
5 320 222,34 286,38
6 290 235,87 288,91
7 359 260,50 337,97
8 317 271,80 323,29
9 426 302,64 395,19
10 405 323,11 402,06
11 483 355,09 458,72
12 433 370,67 440,72
13 558 408,14 522,81
14 525 431,51 524,34
15 607 466,61 582,20
16 550 483,29 559,66

Pour essayer de voir comment |la méthode exponentielle réduit les fluctuations aléatoires,
examinons les représentati ons graphiques de la série brute, de la série lissée
exponentiellement & 0,2 et de la série lissée exponentiellement a0,7.
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400 +
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On voit bien, sur le graphique, que le lissage exponentiel w = 0,2 «lissent» la série brute
plus que le lissage exponentiel w = 0,5. En général, plus le coefficient de lissage est faible,
plus la série brute devient lisse.

5.6. ETUDE DU TREND.
Larégression linéaire est laméthode la plus simple pour analyser latendance générae
d’une série chronologique ou la variable indépendante est le temps t.

Letrend peut étre soit linéaire ou non linéaire et par conségquent peut prendre des formes
fonctionnelles assez diverses.

5.6.1. Modéelinéaire.

Si nous estimons que la tendance de longue période est essentiellement linéaire, on utilisera
le modéle suivant :

Qt:at+b

L’estimation de a et de b par la méthode des moindres carrés se fait par les formules
développées dans | e chapitre précédent :
o -
_ atyi-nty _ cov(ty) - -

a et b=y-at
Stent & g

Exemple 8 : Reprenons les données de I’exemple 1 et déterminons I’équation du trend.

L’équation du trend sera déterminée a partir de la série lissée par la méthode des moyennes
mobiles centrées d’ordre 4 calculée a I’exemple 6.

Représentons graphiquement la série lissée :

série lissée
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D’apres le graphique, on voit bien que le trend est linéaire.

Calculons alors I’équation du trend : Yt =at+Db

Tempst MM C4 {2 tx MMC4
3 216,5 9 649,5
4 249 16 996
5 278,75 25 1393,75
6 306,875 36 1841,25
7 334,75 49 2343,25
8 362,375 64 2899
9 392,25 81 3530,25
10 422,25 100 42225
11 453,25 121 4985,75
12 484,75 144 5817
13 515,25 169 6698,25
14 545,375 196 7635,25
‘ Total 102 4561,375 1010 43011,75

L _102_

1=12_g5

MMCa = 20137 _ a5 19

12
52=2010 o510
12
COV/(t; MMCA4) = % -85" 380,11=353,3775
L 383775 _ o o
11,92

b =1380,11-29,65x 8,5=128,08

L’équation du trend est : Yt =29,65t + 128,08

Reportons la droite d’équation y = 29,65 t + 128,08 sur le graphe de la série tel que nous
I’avons représenté pour I’exemple 1.
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La droite de régression s’ajuste bien au nuage de points de la série chronologique, elle
montre clairement une tendance linéaire croissante de la série.

5.6.2. Modéeexponentiel.

n

y, =a’ b
Le modeéle logarithmique peut étre traduit en termes de log de lafagon suivante :

Log (Y;)=log(a) + (logb) t
Si I’on pose les changements de variables suivants :
Y'=logy a’=log (a) et b’ =log (b)
Le modéle devient linéaire :
Y=a+b't

On calcule a’ et b’ a I’aide de la méthode des moindres carrés, comme développée, dansle
chapitre précédent :
_ COV(Ly)

bl
83

et a':y'-b'f

Les constantes a et b sont alors :
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Exemple 9: Le nombre d’abonnés a un service téléphonique au cours des neuf premiers
mois de son lancement est comme sulit :

Mois Période Nombre d’abonnés y(t)

Janvier 1 1

Février 2 6

Mars 3 10

Avril 4 14

Mai 5 25

Juin 6 48

Juillet 7 63

Aot 8 108
septembre 9 161

Représentons graphiquement cette série

Nombre d’abonnés y(t)

180

D’apreés le graphique, on voit bien que la série présente une tendance exponentielle de la
forme:

y, =a’ b
Le modeéle logarithmique peut étre traduit en termes de log de lafagon suivante :

Log (Y;)=1log(a) +(logb) t
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Si I’on pose les changements de variables suivants :
=logy a’=log (a) et b’ =log (b)

Le modéle devient linéaire :
y=a+b't

On calcule a’ et b’ a I’aide de la méthode des moindres carrés:

t yt y' t2 ty'
1 1 0,000 1 0,000
2 6 1,792 4 3,584
3 10 2,303 9 6,908
4 14 2,639 16 10,556
5 25 3,219 25 16,094
6 48 3,871 36 23,227
7 63 4,143 49 29,002
8 108 4,682 64 37,457
9 161 5,081 81 45,733
| Total 45 .- 27,730 285 172,561
_45_
9 =5
y =273 _3g

9
32:%-52:6,67

cov(t:y)=172961 5 308-3773

9
,_ 3,773
b= Z— 5,67 =0,566

a’=3,08-0,566 x5=0,25
Les constantes aet b sont dlors :

b=¢" =e**=176
a=e =¢e"® =128

n

L’équation du trend est donc : Y, =1,28" b

5.7. ETUDE DE LA COMPOSANTE SAISONNIERE.
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5.7.1. Calcul des coefficients saisonniers.

Dans le but de mesurer I’effet saisonnier, on calcule des coefficients saisonniers, qui ont
pour objet de mesurer le degré de différence entre les saisons.

Le calcul des coefficients saisonniers repose sur une démarche générale qui peut étre
décomposée en trois étapes essentielles

- La premiére étape consiste a estimer les valeurs de la tendancey, . La détermination de
latendance «trends» consiste a réduire les fluctuations et a dégager une évolution along terme;

- La deuxiéme étape consiste, par une confrontation entre les valeurs de la série brute et
celles de latendance, a calculer les valeurs du mouvement saisonnier. Cette confrontation peut

sefaire, de deux fagons:
*  Par un modéle multiplicatif, sous forme de rapports entre les valeurs de la série brute et

celles de latendance, ces rapports sont appel és rapports aux trendsr, :

= YA
Yt
* Par un modéle additif, on calcule les différences entre les valeurs de la série brute et

celles de latendance, on parle de différences aux trends.

-La troisieme étape consiste a mesurer I’effet saisonnier a I’aide des coefficients
saisonniers. Ces derniers sont obtenus en calculant, pour chague saison, la moyenne des
rapports ou des différences aux trends.

at
fk = ——
n
Avec k = 1 jusqu’au nombre de saisons et n est le nombre d’observations pour chaque

saison.

L es coefficients saisonniers correspondent aux rapports moyens gj ustés :

&= —
r

Exemple 10: Reprenons les données de I’exercice 1 et calculons les coefficients
saisonniers.
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A

Calculonslesvaleursdutrend Y, a I’aide de I’équation du trend déja calculée dans
I’exemple 8 a savoir :

Yt =29,65t + 128,08

Yt y . It
3 251 217,03 1,1565
4 200 246,68 0,8108
5 320 276,33 1,1580
6 290 305,98 0,9478
7 359 335,63 1,0696
8 317 365,28 0,8678
9 426 394,93 1,0787
10 405 424,58 0,9539
11 483 454,23 1,0633
12 433 483,88 0,8948
13 558 513,53 1,0866
14 525 543,18 0,9665

rapportsaux trend

1,4
1,2

1 \/\M/\'/\/\/\'
0,8 -
0,6

0,4 4
0,2

1 23 45 6 7 8 9 10111213141516
Le graphique des rapports aux valeurs du trend fait apparaitre des fluctuations saisonniéres.
Lespériodes2;4;6;8;10;12; 14 et 16 qui correspondent aux deuxiéme et quatrieme

trimestres sont des basses saisons, alorsquelespériodes1;3;5;7;9;11;13et15qui
correspondent aux premier et troisiéme trimestres sont des hautes saisons.

Calculons les coefficients saisonniers dans le cas d’un modéle multiplicatif :
\ Années ] Trimestrel \ Trimestre2 ] Trimestre 3 ] Trimestre 4 ]
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2002 - - 1,1565 0,8108
2003 1,1580 0,9478 1,0696 0,8678
2004 1,0787 0,9539 1,0633 0,8948
2005 1,0866 0,9665 - -

: 1,1078 0,9561 1,0965 0,8578

k

i 1,00455

Cs 1,1028 0,9518 | 1,0915 | 0,8539
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L es coefficients saisonniers du premier et troisieme trimestre sont supérieursa 1 alors que
ceux du deuxieme et quatrieme trimestre sont inférieurs a 1. Le deuxiéme et le quatrieme
trimestre sont donc des basses saisons, aors que le premier et le troisiéme trimestre sont des
hautes saisons.

5.7.2. Désaisonnalisation d’une série chronologique.

Les techniques de désaisonnalisation consistent a éliminer d’une série chronologique I’effet
de la composante saisonniére.

La série désaisonnalisée est obtenue :

* dans le cas du modele multiplicatif, en divisant les valeurs de la série brute par les
coefficients sai sonniers moyens correspondants ;

* dans le cas du modele additif, en soustrayant des valeurs de la série brute les
coefficients sai sonniers moyens correspondants.

Exemple 11 : Reprenons les données de I’exemple 10 et calculons la série désaisonnalisée.
Rappelons que nous avons opté, dans I’exemple 10, pour un modéle multiplicatif, de ce fait

et pour désaisonnaliser notre série, on divise les valeurs de la série brute par les coefficients
saisonniers moyens correspondants, on obtient, aprés calculs:

Années Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
2002 172,29 168,10 229,96 234,22
2003 290,17 304,69 328,91 371,24
2004 386,29 425,51 44251 507,09
2005 505,98 551,59 556,12 644,10

Série désaisonnalisée
800
600
400
200
O T T T T T T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15

La représentation de la série désaisonnalisée montre clairement I’élimination de I’effet
saisonnier. La série désaisonnalisée conserve les irrégularités dues a la composante
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résiduelle. En effet, au deuxieme trimestre 2002 et premier trimestre 2005 on note une

petite baisse accidentelle.

5.7.3. Calcul desprévisions.

A partir de I’équation du trend et des coefficients saisonniers, on peut prévoir les valeurs de

la série pour les périodes a venir.

Laprévision delavaleur delasérie alapériode t+k est, pour un modéle multiplicatif, la
valeur estimée du trend multipliée par e coefficient saisonnier moyen de la saison

correspondante.

Exemple 12 : Reprenons les données de I’exemple 10 et calculons les prévisions des ventes

pour les quatre trimestres de I’année 2006.

L’équation du trend déja calculée a I’exemple 8 est :

Y, =29,65t + 128,08

N

Yk = yt+k ’ CS

Trimestres - VaIeursEiu trend . Coefficients Prévisions
. Périodes . ) A
année 2006 Y, saisonniers Y  CS
1?“ trimestre t=17 615,13 1,1028 678
2?’“9 trimestre t=18 644,78 0,9518 614
3?’“9 trimestre t=19 674,43 1,0915 736
4°™ trimestre t=20 704,08 0,8539 601

Exemple 13: Reprenons les données de I’exemple 1, relatives aux ventes trimestrielles
réalisées par une entreprise au cours des quatre derniéres années, et utilisons un modele additif

pour le calcul des coefficients saisonniers.

Années Trimestre 1l Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre4
2002 190 160 251 200
2003 320 290 359 317
2004 426 405 483 433
2005 558 525 607 550

Le modele additif s’écrit : Yt=Tt+ St+ Ct + Rt
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Le tableau suivant regroupe la série brute, les valeurs du trend et les différences au trend :

t Yt Y. d
3 251 217,03 33,97
4 200 246,68 -46,68
5 320 276,33 43,67
6 290 305,98 -15,98
7 359 335,63 23,37
8 317 365,28 -48,28
9 426 394,93 31,07
10 405 424,58 -19,58
11 483 454,23 28,77
12 433 483,88 -50,88
13 558 513,53 44,47
14 525 543,18 -18,18

différencesau trend

60

40

20 A

-20

-40 4

-60

Le graphique des différences aux valeurs du trend fait apparaitre des fluctuations
saisonnieres. Lespériodes2;4;6;8;10; 12; 14 et 16 qui correspondent aux deuxiéme et
quatriéme trimestres sont des basses saisons, alors que lespériodes1;3;5;7;9; 11;

13 et 15 qui correspondent aux premier et troisiéme trimestres sont des hautes saisons.
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Calculons | es coefficients saisonniers dans le cas du modél e additif :

Années Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
2002 - - 33,97 - 46,68
2003 43,67 - 15,98 23,37 - 48,28
2004 31,07 - 19,58 28,77 - 50,88
2005 44, 47 - 18,18 - -

cs=d ) 39,74 -17,91 28,70 - 48,61

Les coefficients saisonniers du premier et troisiéme trimestre sont supérieurs a 0 alors que
ceux du deuxiéme et quatriéme trimestre sont inférieurs 2 0. Le deuxiéme et le quatriéme
trimestre sont donc des basses saisons, alors que le premier et |e troisiéme trimestre sont des

hautes sai sons.

Désaisonnalisation dela sériebrute:

La série désaisonnalisée est obtenue en soustrayant le coefficient saisonnier moyen de la
valeur de la série brute.

Années Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre4
2002 150 178 222 249
2003 280 308 330 366
2004 386 423 454 482
2005 518 543 578 599

700

600

500

400

300

200

100

Série désaisonnalisée
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La représentation de la série désaisonnalisée montre clairement I’élimination de I’effet
saisonnier.

Exemple 14: Le tableau suivant donne la consommation mensuelle en électricité de
I’entreprise Matex, pendant 8 ans.

années | jan | fév | mar | avr | mai | juin | juil | aol | sep | oct | nov | Déc
1998 318 | 281 | 278 | 250 | 231 | 216 | 223 | 245 | 269 | 302 | 325 | 347
1999 342 | 309 | 299 | 268 | 249 | 236 | 242 | 262 | 288 | 321 | 342 | 364
2000 367 | 328 | 320 | 287 | 269 | 251 | 259 | 284 | 309 | 345 | 367 | 394
2001 392 | 349 | 342 | 311|290 | 273 | 282 | 305 | 328 | 364 | 389 | 417
2002 420 | 378 | 370 | 334 | 314 | 296 | 305 | 330 | 356 | 396 | 422 | 452
2003 453 | 412 | 398 | 362 | 341 | 322 | 335 | 359 | 392 | 427 | 454 | 483
2004 487 | 440 | 429 | 393 | 370 | 347 | 357 | 388 | 415 | 457 | 491 | 516
2005 529 | 477 | 463 | 423 | 398 | 380 | 389 | 419 | 448 | 493 | 526 | 560

Représentation graphique:

La présentation des données doit étre transformée en une série statistique a deux variables,
lavariable y(t) désignant les ventes et la variable t représentant le temps.

D’apreés ce graphe, la consommation mensuelle en éectricité présente une tendance

600
500
400
300
200
100

0

y(t)

SoxoA

S e

p P
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croissante. La série fluctue au cours du temps.

On pourrait donner une meilleure appréciation de ces fluctuations en représentant les

£ & & &

@

o e R

¥ &

P P

graphes des nuages de points pour les 12 mois de chaque année. On obtient ainsi 8 courbes
qui ont laméme allure :
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600
500 - \\\/
400 W
300 -

200 A1
100 A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

—=— 1998 —¢—1999 —&—2000 —@—2001 —@—2002 —®—2003
—®—2004 —=—2005

Ce deuxiéme graphique indique des fluctuations périodiques de période 12 qui se
reproduisent de facon plus ou moins identique d’un mois a I’autre. On peut donc parler d’un
effet saisonnier mensuel trés net.

La représentation graphique n’indique aucune fluctuation accidentelle qui modifie
ponctuellement la série. Il y adonc une faible présence de la composante résiduelle. La
série brute peut étre lissée aun ordre faible.

Lissage de la série brute par la méthode des moyennes mobiles d’ordre 3 :

Pour calculer les moyennes mobiles de longueur 3 pour une période quelcongue, nous
sommons la valeur de la série chronologique de la période en question aux valeurs de celle
qui précede et de celle qui suit et nous divisons par 3. Nous cal culons les moyennes mobiles
pour toutes les périodes exceptés la premiére et la derniére. Laformule de calcul est donc :

MM3(yt) = % (Vi1 + Y + Yier)
Faisons, atitre d’exemple, le calcul de MM3(y,) et de MM 3(ys) :

MM3(y,) = % (318 + 281 + 278) = 292,33

MM3(ys) = % (281 + 278 + 250) = 269,67
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jan fév | mars | avr mai juin juil aolt | sept oct nov déc
292,3 | 269,6 232,3 | 2233 245,6 298,6 | 324,6
- 3 7 253 3 3 228 7 272 7 7 338
332,6 | 316,6 242,3 | 246,6 290,3 342,3 | 357,6
7 7 292 272 251 3 7 264 3 317 3 7
338,3 | 311,6 259,6 | 264,6 312,6 | 340,3 | 368,6 | 384,3
353 3 7 292 269 7 7 284 7 3 7 3
378,3 314,3 | 291,3 | 281,6 | 286,6 332,3 | 360,3 408,6
3 361 334 3 3 7 7 305 3 3 390 7
389,3 | 360,6 | 339,3 | 314,6 310,3 | 330,3 | 360,6 | 391,3 | 423,3 | 442,3
405 3 7 3 7 305 3 3 7 3 3 3
390,6 341,6 | 332,6 | 338,6 392,6 | 424,3 | 454,6 | 474,6
439 | 421 7 367 7 7 7 362 7 3 7 7
420,6 | 397,3 386,6 454,3
470 | 452 7 3 370 358 364 7 420 3 488 512
507,3 | 489,6 | 454,3 400,3 418,6 | 453,3 526,3
3 7 3 428 3 389 396 7 3 489 3 -

Pour essayer de voir comment |la méthode des moyennes mobiles réduit |es fluctuations

aléatoires, examinons la représentation graphique de la série des moyennes mobiles MM 3.

On voit bien, sur le graphique, que la série des moyennes mobiles de longueur 3 est plus

MM3

600,00

500,00

400,00

300,00

200,00

100,00

0,00
v

Q

KRR

lisse que la série brute.

Déter mination du trend :

»
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D’aprés le graphique de la série brute, on peut affirmer que la tendance de longue période
est linéaire, on utiliserale modéle suivant :

Qt:at+b
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L’estimation de a et de b par la méthode des moindres carrés se fait par les formules :

t an
o = atyi-nty _cov(ty)

-2
Qtz-nt

&

et

b=y-at

Les résultats des calculs sont regroupés dans le tableau suivant :

Tempst

MM3

t2

tXxXMM3

Totd

4559,0

33480,66

290319

1775869,35

moyenne

48,5

356,2

3088,5

18892,2

variance

736,3

covariance

1617,6

a

2,2

b

249,6

A

L’équation du trend est donc : Yt =2,2t + 249,6

Calcul desvaleursdu trend :

jan | fév

mars

avr mai

juin | juil

aolt

sept

oct

nov | déc

251,8 | 254,0

256,2

258,4 | 260,6

262,8 | 265,0

267,2

269,4

2716

273,8 | 276,0

278,2 | 280,4

282,6

2848 | 287

289,2 | 2914

293,6

295,8

298

300,2 | 302,4

304,6 | 306,8

309

311,2 | 3134

315,6 | 317,8

320

322,2

324,4

326,6 | 328,8

331 | 333,2

3354

337,6 | 339,8

342 | 344,2

346,4

348,6

350,8

353 | 355,2

357,4 | 359,6

361,8

364 | 366,2

368,4 | 370,6

372,8

375

377,2

3794 | 381,6

383,8 | 386

388,2

390,4 | 392,6

3948 | 397

399,2

401,4

403,6

405,8 | 408

410,2 | 4124

414,6

416,8 | 419

421,2 | 423,4

425,6

427,8

430

432,2 | 4344

436,6 | 438,8

441

4432 | 4454

447,6 | 449,8

452

454,2

456,4

458,6 | 460,8

Déter mination des coefficients saisonniers:

jan | fév

mars

avr mai

juin | juil

aolt

sept

oct

nov | déc

- 1,151

1,053

0,979 | 0,892

0,850 | 0,860

0,919

1,010

1,100

1,186 | 1,225

1,196 | 1,129

1,033

0,955 | 0,875

0,838 | 0,846

0,899

0,982

1,064

1,140 | 1,183

1,159 | 1,103

1,009

0,938 | 0,858

0,823 | 0,833

0,888

0,970

1,049

1,129 | 1,169

1,143 | 1,083

0,996

0,931 | 0,857

0,824 | 0,833

0,880

0,953

1,027

1,105 | 1,151

1,133 | 1,083

0,997

0,932 | 0,859

0,828 | 0,837

0,886

0,962

1,037

1,116 | 1,159

1,144 | 1,091

1,006

0,940 | 0,870

0,843 | 0,853

0,907

0,978

1,051

1,120 | 1,163

1,146 | 1,096

1,015

0,953 | 0,883

0,850 | 0,860

0,909

0,982

1,057

1,129 | 1,179

1,162 | 1,116

1,030

0,966 | 0,899

0,869 | 0,880

0,926

0,998

1,071

1,148 -

Calcul desrapports moyens par mois

1,155 ] 1,106 | 1,017 ] 0,949 | 0,874 ] 0,840 | 0,850 | 0,902 | 0,979 | 1,057 | 1,134 | 1,552

Calcul dela moyenne desrapports moyens
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0,964
Calcul des coefficients saisonnier s moyens
1,198 ] 1,148 ] 1,055 | 0,985 | 0,907 | 0,872 ] 0,882 | 0,936 | 1,016 | 1,097 | 1,177 | 1,610

rapportsau trend

14

1,2 4
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Le graphique des rapports aux valeurs du trend fait apparaitre des fluctuations saisonnieres.
Lesmois4;5; 6; 7 et 8 correspondent a une basse saison, alorsquelesmois1;2;3;9;
10 ; 11 et 12 correspondent a une haute saison.

Déter mination de la série désaisonnalisée :

jan | fév |mars| avr | mai | juin | juil | ao(t | sept | oct | nov | Déc

1998 | 265 | 245 | 264 | 254 | 255 | 248 | 253 | 262 | 265 | 275 | 276 | 216

1999 | 285 | 269 | 283 | 272 | 275 | 271 | 274 | 280 | 283 | 293 | 291 | 226

2000 | 306 | 286 | 303 | 291 | 297 | 288 | 294 | 303 | 304 | 314 | 312 | 245

2001 | 327 | 304 | 324 | 316 | 320 | 313 | 320 | 326 | 323 | 332 | 331 | 259

2002 | 351 | 329 | 351 | 339 | 346 | 339 | 346 | 353 | 350 | 361 | 359 | 281

2003 | 378 | 359 | 377 | 368 | 376 | 369 | 380 | 384 | 386 | 389 | 386 | 300

2004 | 407 | 383 | 407 | 399 | 408 | 398 | 405 | 415 | 408 | 417 | 417 | 320

2005 | 442 | 416 | 439 | 429 | 439 | 436 | 441 | 448 | 441 | 449 | 447 | 348

194



Statistique descriptive 5. Les séries chronologiques

série désaisonnalisée
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La représentation de la série désaisonnalisée montre clairement I’élimination de I’effet
saisonnier. La série désaisonnalisée fait apparaitre quelques irrégularités dues ala
composante résiduelle.

5.8. EXERCICES D’APPLICATION.
5.8.1. Exercice.

Le tableau suivant indique, pour les années 1995 a 2005, la production annuelle de céréales en
millions de quintaux.

Année 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Production | 50 | 365 | 43 | 445|389 |381 326|387 | 417|411 | 338

a) Représenter graphiquement la série brute. Quelle est la nature du trend ?

b) Lisser la série brute par la méthode des moyennes mobiles d’ordre 3 puis d’ordre 5.
Représenter graphiquement les deux séries des moyennes mobiles et interpréter les graphiques
obtenus.

c) Lisser la série brute, dans la cas d’un modéle multiplicatif, par la méthode des moyennes
mobiles d’ordre 4. Représenter graphiquement la série des moyennes mobiles et interpréter.

d) Lisser la série brute par la méthode exponentielle avec un coefficient de lissage de 0,7 puis
0,1. Représenter graphiquement les deux séries lissées et interpréter.

€) Déterminer I’équation du trend.

Solution : On ne donnera que laréponse alaquestion e

L’équation du trend est : Yt =- 0,54t + 42,95.

5.8.2. Exercice.
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Au cours des deux exercices 2004, 2005, les chiffres d’affaires mensuels d’une entreprise de
transports ont été les suivants :

ans | jan | fév | mar | avril | mai | juin | juil | ao(t | Sept | oct | nov déc
2004 | 50 | 46 | 64 65 63 | 70 | 85 | 63 59 | 56 | 49 56
2005 | 54 | 51 | 69 71 70 | 78 | 93 | 70 65 | 62 | 54 61

a) Lisser lasérie, selon le modéle multiplicatif, par la méthode des moyennes mobiles d'ordre 12.

b) Représenter graphiquement la série lissée. Interpréter.
c) Déterminer I’équation du trend.

Solution : On ne donnera que laréponse ala question c.
L’équation du trend est: Yt =0,5t + 51,6.
5.8.3. Exercice.

Considérons la production trimestrielle, en tonnes, durant 5 années de I’entreprise SATAM.

Années Trimestre 1l Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
1 920 1114 1310 1047
2 953 1241 1468 1183
3 1002 1343 1571 1314
4 1128 1544 1747 1446
5 1257 1589 1911 1465

a) Représenter graphiquement la série brute. Quelle est la nature du trend ? Juger les
fluctuations aléatoires et I’effet saisonnier.

b) Lisser la série brute, selon un modéele multiplicatif, par la méthode des moyennes mobiles.
Représenter graphiquement la série des moyennes mobiles et interpréter.

c) Déterminer I’équation du trend.

d) Calculer les coefficients saisonniers.

€) Désaisonnaliser la série chronologique. Représenter graphiquement la série désaisonnalisée
et interpréter.

f) Calculer les prévisions des ventes trimestrielles pour I’année 6.

Solution : On ne donneraque laréponse alaquestion ¢, d, et f.

c) L’équation du trend est : Yt =31,74t+ 994,36 ;

d) | cs | 08254 | 10424 | 11925 | 09397

f)

] Trimestresannée 6 | Prévisons |
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1% trimestre 1371
2°™ trimestre 1765
3°™ trimestre 2056
4°™ trimestre 1650

5.8.4. Exercice.

L e tableau ci-dessous indique les ventes mensuelles, en millions de dirhams, pendant les années
1998 a 2005, de I’entreprise MOTEL :

ans | jan | fév |mars| avr | mai | juin | juil | ao(t | sept | oct | nov | Déc
1998 | 12,63 | 11,72 |13,43|12,53|13,29|13,27| 12,36 | 13,27| 13,10 | 13,86 | 13,39 | 15,38
1999 11,84 11,74|12,74|13,40|14,85| 13,81 | 13,40 | 13,45| 13,62 | 14,82 | 14,01 | 16,91
2000 | 13,05|12,33| 13,96 | 14,17 | 14,66 | 14,58 | 14,38 | 14,18 | 14,08 | 14,95 | 13,96 | 16,44
2001 (12,34 |12,06| 13,54 | 14,32| 14,25 | 14,66 | 14,39 13,90 | 14,14 | 14,66 | 14,53 | 17,87
2002 | 13,15|12,64 | 14,57 | 15,49 | 15,33 | 15,60 | 15,26 | 15,48 | 15,76 | 15,68 | 15,75| 19,12
2003 | 13,73 |13,55|15,72|14,89| 16,11 | 16,58 | 15,38 | 16,19 | 15,58 | 16,13 | 16,49 | 19,38
2004 | 14,74 |14,06| 15,79 (16,44 | 17,20|17,11| 16,86 | 17,49 | 16,37 | 16,95 | 17,13 | 19,84
2005 | 15,29 13,78 15,55 | 16,27 | 17,36 | 16,60 | 16,60 | 17,00 | 16,33|17,36 | 17,04 | 21,17

a) Représenter graphiquement la série brute. Quelle est la nature du trend ? Juger les
fluctuations aléatoires et I’effet saisonnier.

b) Lisser la série brute, selon le modéle multiplicatif, par la méthode des moyennes mobiles.
Représenter graphiquement la série des moyennes mobiles et interpréter.

c) Déterminer I’équation du trend.

d) Calculer les coefficients saisonniers.

€) Désaisonnaliser la série chronologique. Représenter graphiquement la série désaisonnalisée
et interpréter.

f) Calculer les prévisions des ventes mensuelles pour I’année 2007.

Solution : On ne donneraque laréponse alaquestion ¢, d, et f.

) L’équation du trend est : Yt = 0,04t + 11,62

d)
lcs| 091] 086] 097] 099] 1,03] 1,02] 099] 1,00] 099] 1,03] 1,01] 1,20]

f)

Année 2007 Prévisions
Janvier 14,31
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Février 13,66
Mars 15,44
Avril 15,71
Mai 16,45
Juin 16,32
Juillet 15,82
Aot 16,12
Septembre 15,88
Octobre 16,61
Novembre 16,29
Décembre 19,44

5.8.5. Exercice.

L'évolution du chiffre d'affaires trimestriel (en milliers de dirhams) d'une entreprise
commerciale a été la suivante, au cours de trois années consécutives :

Trimestres 2003 2004 2005
1% trimestre 880 810 740
2°™ trimestre 960 880 800
3™ trimestre 1030 950 960
4%™ trimestre 920 840 760

a) Représenter graphiquement la série brute. Quelle est la nature du trend ? Juger les
fluctuations aléatoires et I’effet saisonnier.

b) Lisser la série brute, selon le modéle multiplicatif par la méthode des moyennes mobiles
d’ordre 4. Représenter graphiquement la série des moyennes mobiles et interpréter.

c¢) Déterminer I’équation du trend.

d) Calculer les coefficients saisonniers.

€) Désaisonnaliser la série chronologique. Représenter graphiquement la série désaisonnalisée
et interpréter.

f) Calculer les prévisions des chiffres d’affaires trimestriels pour I’année 2008.

Solution : On ne donneraque laréponse alaquestionc, d, et f.

c) L’équation du trend est : Yt =- 12,83t + 960,91

d)
Trimestres Cs
1% trimestre 0,9023
2°™ trimestre 0,9943
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3™ trimestre 1,1261
4°™ trimestre 0,9773
f)
Trimestres année 2008 | Prévisions
1% trimestre 624
2°™ trimestre 675
3™ trimestre 750
4%™ trimestre 638
5.8.6. Exercice.

Les ventes quotidiennes d’une société commerciale sont consignées dans le tableau ci-dessous :

Jours Semaine 1 Semaine 2 Semaine 3 Semaine 4
Lundi 43 51 40 64
Mardi 45 41 57 58
Mercredi 22 37 30 33
Jeudi 25 22 33 38
Vendredi 31 25 37 25

a) Représenter graphiquement la série brute. Quelle est la nature du trend ? Juger les
fluctuations aléatoires et I’effet saisonnier.

b) Lisser la série brute par la méthode des moyennes mobiles. Représenter graphiquement la
série des moyennes mobiles et interpréter.

c) Déterminer I’équation du trend.

d) Calculer les coefficients saisonniers.

€) Désaisonnaliser la série chronologique. Représenter graphiquement la série désaisonnalisée
et interpréter.

f) Calculer les prévisions des ventes pour la cinquiéme semaine et pour la sixiéme semaine.

Solution : On ne donneraque laréponse alaquestion ¢, d, et f.

) L’équation du trend est : Yt =0,85t + 29,50.

d)
Jours Cs
Lundi 1,3395
Mardi 1,3139
Mercredi 0,8015
Jeudi 0,7217
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| Vendredi | 08235 |
f)

Semainesb et 6 Prévisions
Lundi 63
Mardi 63
Mercredi 39
Jeudi 36
Vendredi 42
Lundi 69
Mardi 69
Mercredi 43
Jeudi 39
Vendredi 45

5.8.7. Exercice.

Le tableau suivant donne I'évolution trimestrielle des exportations par tonne denrées pour une
entreprise donnée.

Année Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
2002 185 155 246 195
2003 315 285 354 312
2004 421 400 478 428
2005 553 520 602 545

a) Déterminer les coefficients saisonniers;
b) Donner des prévisions des exportations pour les quatre trimestres de I’année 2006.

Solution :
a)
Année Cs

Trimestre 1 1,1202
Trimestre 2 0,9236
Trimestre 3 1,0854
Trimestre4 0,8708

b)
Année 2006 Prévisions
Trimestre 1 692
Trimestre 2 597
Trimestre 3 733
Trimestre 4 613
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5.8.8. Exercice.

Le tableau ci-dessous indique la quantité mensuelle de marchandises transportées, en tonnes,
pendant les années 1998 a 2005.

ans | jan | fév |mars| avr | mai | juin | juil | aolt | sept | oct | nov | Déc
1998 | 3661 | 2834 | 2999 | 3152 | 3977 | 3295 | 3807 | 3307 | 3312 | 4317 | 3139 | 2700
1999 | 3562 | 2911 | 2868 | 2912 | 3678 | 2606 | 2969 | 3149 | 3364 | 4156 | 3139 | 2672
2000 | 3351 | 2730 | 2801 | 2957 | 3883 | 3204 | 3758 | 3229 | 3153 | 4024 | 2797 | 2413
2001 | 2967 | 2462 | 2412 | 2445 | 3345 | 2730 | 3251 | 2708 | 2711 | 3629 | 2685 | 2518
2002 | 2505 | 2556 | 3256 | 2757 | 3754 | 3052 | 3015 | 3883 | 3148 | 3282 | 3758 | 2669
2003 | 2713 | 2751 | 3517 | 2971 | 3835 | 3143 | 2397 | 3700 | 3155 | 3284 | 3740 | 2641
2004 | 2565 | 2616 | 3446 | 2696 | 3558 | 2959 | 2708 | 3737 | 2849 | 2920 | 3223 | 2221
2005 | 2164 | 2108 | 2702 | 2105 | 2729 | 2489 | 2138 | 3146 | 2570 | 2733 | 2462 | 2188

a) Représenter graphiquement la série brute. Quelle est la nature du trend ? Juger les
fluctuations aléatoires et I’effet saisonnier.

b) Lisser la série brute, selon un modéele multiplicatif, par la méthode des moyennes mobiles.
Représenter graphiquement la série des moyennes mobiles et interpréter.

c) Déterminer I’équation du trend.

d) Calculer les coefficients saisonniers.

€) Désaisonnaliser la série chronologique. Représenter graphiquement la série désaisonnalisée
et interpréter.

f) Calculer les prévisions pour les années 2006 et 2007.

Solution : On ne répondra qu’aux questions c, d et f.

n

) L’équation du trend est : Yyt =- 4,92t + 3035,97
d)

0954| 0,857 0,987 0,901| 1,181| 0,968 | 0,987 | 1,115| 1,004| 1,170| 1,039| 0,833

0 2 7 8 7 1 2 2 2 3 1
f)

Années 2006 Prévisions Années 2007 Prévisions
Janvier 2006 2441 Janvier 2385
Février 2189 Février 2139
Mars 2518 Mars 2459
Avril 2294 Avril 2241

201




Statistique descriptive

5. Lesséries

chronologiques

Mai 3000 Mai 2931
Juin 2453 Juin 2396
Juillet 2497 Juillet 2439
Aot 2815 Aot 2749
Septembre 2530 Septembre 2471
Octobre 2943 Octobre 2874
Novembre 2608 Novembre 2546
Décembre 2088 Décembre 2039
5.8.9. Exercice.

La série chronologique définie par |e tableau ci-aprés représente I'évolution, de 2002 a 2005, du

nombre trimestriel de mariages enregistrés dans un pays donné (données brutes en milliers).

Années . 5 . Trimesires - 5 .
1% trimestre 2™ trimestre 3™ trimestre 4™ trimestre
2002 64 82 76 68
2003 60 80 70 66
2004 58 76 66 65
2005 57 73 64 63
a) Déterminer I'équation du Trend linéaire ;
b) Désaisonnaliser la série brute ;
c) Calculer les prévisions pour I’année 2007.
Solution : &) L’équation du trend est : Yyt =-0,60t + 73,08
0)
Année 2007 Prévisions
Trimestrel 52
Trimestre2 68
Trimestre 3 60
Trimestre4 57

5.8.10. Exercice.

Le tableau suivant donne, pour 15 trimestres consécutifs, les valeurs des deux variables

suivantes :

X : I'indice d'offre demploi.
Y : letaux de chdmage.
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Années Trimestres X Y
1 159 8.40
2 154 8,50
2002 3 161 8,40
4 187 8,16
1 175 7.96
2 186 770
2003 3 108 713
4 196 723
1 204 7.50
2 105 770
2004 3 204 750
4 210 7.40
1 231 7.30
2 221 715
2005 3 241 713
4 252 7,11

Etudier les deux séries chronologiques: l'indice d'offre demploi et le taux de chdmage et
déterminer quels devraient étre l'indice d'offre d'emploi et le taux de chémage pour les 4
trimestres de 2006.

Indice de I’offre d’emploi :

Equation du Trend : y, = 5,76t +149,43

Coefficients saisonniers :

Trimestres|] CS
Trimestrel| 1,014

Trimestre2| 0,969

Trimestre 3| 0,999

Trimestre4| 1,017

Prévisions 2006 :

Trimestres| Prévisions
Trimestre 1 251
Trimestre 2 245
Trimestre 3 259
Trimestre 4 269

Taux de chémage :
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Equationdu Trend : - 0,09t + 8,41
Coefficients saisonniers:

Prévisions 2006 :

Trimestres| CS
Trimestre1| 1,003
Trimestre 2 1,01?
Trimestre 3 0,992
Trimestre 4 0,998
2

Trimestres| Prévisions
Trimestre 1 6,9
Trimestre 2 6,9
Trimestre 3 6,7
Trimestre 4 6,5
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CHAPITRE 6
INDICES STATISTIQUES

Les indices sont des instruments de mesure de I’évolution des grandeurs, ils sont
habituellement exprimés en pourcentage.

Un indice est donc destiné a comparer deux grandeurs ou les valeurs d’une méme grandeur
a deux moments ou dans deux espaces différents. Ces grandeurs peuvent étre soit simples, et
I’indice est dit élémentaire ou simple, soit des grandeurs complexes, et I’indice est dit
synthétique.

6.1. LESINDICESELEMENTAIRES.
6.1.1. Définition.

Considérons une grandeur simple, G, mesurée par un nombre qui caractérise directement
une situation, si nous notons Go la valeur de la grandeur G ala date 0, appel ée date ou période

de base ou de référence et Gt sa valeur a la date t, appelée date ou période courante, I’indice
élémentaire de lagrandeur G aladatet, par rapport aladate O est :

G, .
o =g 100

0

Exemple 1 : On considere les prix successifs du Kg de sucre, a des dates différentes :

Dates 1999 2000 2001 2002
Prix (DH/Kg) 4,50 4,65 4,97 5,12

On pourra calculer les indices du prix du sucre, selon les périodes, avec comme date de
référence 1999, ona:

| Dates \ 1999 | 2000 | 2001 \ 2002 |
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Indices desprix

avec 1999 base 100 103,33 110,44 113,78

Cette facon de faire permet de remplacer la suite des prix du sucre, a différentes périodes,
par la suite desindices, plus facile a manipuler.

Pour mieux comprendre cette affirmation on considére I’évolution du prix de la tonne du
fuel domestique sur plusieurs années :

Exemple 2: On donne I’évolution du prix du fuel domestique entre 1999 et 2005. On
demande de calculer les indices du prix du fuel domestique pour les mémes dates avec comme
date de base 1999.

Dates 1999 2001 2003 2005
Prix (DH/t) 4926,84 5237,77 5876,34 6735,98

Indices des prix
avec 1999 base 100 106,31 119,27 136,72

Ainsi, au lieu de manipuler des prix qui sont des nombres a plusieurs chiffres, on se
contente, avec les indices, de ne manipuler que des pourcentages qui sont faciles atranscrire
et & mémoriser. D’ou I’intérét considérable des indices.

Remarques:

1) Il ne faut jamais oublier qu’un indice est un pourcentage. Bien qu’il soit noté
conventionnellement, par exemple, 121,67 ou 95,32 il faut avoir, constamment a I’esprit qu’en
fait il s’agit de 121,67% c'est-a-dire 1,2167 ou 95,32% c'est-a-dire 0,9532.

2) Lorsqu’on manipule des indices et conformément ala premiéere remarque, il faut, selon le
cas, utiliser la notation en pourcentage (121,67% ou 94,32%) ou la notation en décimale
(1,2167 ou 0,9532).

3) Pour nous résumer et étre le plus explicite possible, il est important de comprendre et
d’accepter les notations suivantes, méme si elles parai ssent, a premiére vue, incorrectes:

- Pour I’addition d’indices :
121,67 + 95,32 = 216,99 = 216,99% = 2,1699

- Pour la multiplication d’indices :
121,67 x 95,32 = 115,98 = 115,98% = 1,1598

6.1.2. Propriétés desindices élémentaires.
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6.1.2.1. Dimension d’un indice.

Un indice n’a pas de dimension du fait que, par définition, il est le rapport d’une méme
grandeur a deux dates différentes ou dans deux endroits différents.

6.1.2.2. Indicateur de I’évolution de la grandeur.

Un indice simple est un indicateur du sens de I’évolution de la grandeur a laquelle il est
rattaché, en effet

- s | > 100 lagrandeur a accusé une augmentation ;

- si | =100 la grandeur n’a pas varié ;
- si | <100 lagrandeur a accusé une diminution.

6.1.2.3. Propriété d’identité.
La propriété d’identité s’exprime par la relation simple suivante :
G,.
loo = —2" 100 = 100 %
GO

6.1.2.4. Propriétéderéversihilité.

La propriété de réversibilité s’exprime par la relation :

1
|0/t_|_
t/0
Eneffet ona: lor=8o =1 =1
nefteona =G TGl T Two
Go

6.1.2.5. Propriétédecircularité.
La propriété de circularité s’exprime par la relation suivante:

Lo = lie leo
En effet, ona:

G _G G

t/t It'/O

Cette propriété de circularité est essentielle pour les indices simples car elle permet :

- de changer de date de base, c’est-a-dire de date de référence ;
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- de comparer des indices ayant une méme date de base ;

- de comparer desindices ayant des dates de base différentes ;

- de calculer I’indice simple moyen entre deux périodes.
6.1.2.5.1. Changement de date de base.

Le changement de date de référence est une opération courante dans la manipulation des
indices, nous en donnerons plusieurs exemples dans les paragraphes suivants.

Pour |le moment nous allons expliquer, par un exemple simple, comment procéder.

Exemple 3 : On consideére les indices du prix du sucre de I’exemple 1 et I’on voudrait prendre
comme date de référence 2000 au lieu de 1999.

Rappelons le tableau de I’exemple 1.

Dates 1999 2000 2001 2002

Indices des prix
avec 1999 base 100 103,33 110,44 113,78

Pour changer la date de base, nous utilisons la propriété de circularité des indices simples et
nous essayons de calculer I’indice des prix du sucre avec comme date de base 2000 a partir des
indices du prix du sucre ayant comme date de base 1999.

Gt
|t/2000: Gt — Gt . G1999 :(31999 - It/1999
Gzooo G1999 Gzooo GZJ I2000/1999

G1999

Nous pouvons alors dresser le tableau des indices du prix du sucre, avec comme base de
référence 2000, a partir du tableau des indices du prix ayant comme base 1999.

Dates 1999 2000 2001 2002
Indices des prix

avec 1999 base 100 103,33 110,44 113,78
Indices des prix
avec 2000 base

96,78 100 106,88 110,11

6.1.2.5.2. Compar aison de deux indices ayant méme date de base.

La propriété de circularité permet aussi de comparer deux indices, ayant |es mémes dates de
base, en effet considérons I’exemple suivant :
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Exemple 4 : On considére deux indices relatifs a deux grandeurs différentes, ayant laméme
date de référence 2001 et ayant les valeurs suivantes; on demande lequel des 2 indices a
augmenté le plus entre 2003 et 2006.

Dates 2003 2006
Indice |, ayant 2001 comme base 124 145
Indice |, ayant 2001 comme base 117 137

Pour faire une telle comparaison, il est nécessaire de changer de base de référence et de
prendre comme nouvelle base, 2003. Le tableau précédant devient dans ce cas:

Dates 2003 2006
Indice |; ayant 2003 comme base 100 116,94
Indice |, ayant 2003 comme base 100 117,09

Pour calculer lavaleur desindices, en 2006, on utilise la propriété de circularité des indices,
asavoir :

I 2006/ 2001

I 2006/2003 = |
2003/ 2001

On voit sur ce nouveau tableau que le deuxieme indice a augmenté plus que le premier.
6.1.2.5.3. Compar aison de deux indices ayant des dates de base différentes.

La propriété de circularité permet aussi de comparer deux indices, ayant des dates de base
différentes, en effet considérons I’exemple suivant :

Exemple 5: On considere les indices des quantités consommées d’orge et de blé, I, et |, et
on demande lagquelle de ces quantités a subi la plus forte augmentation, entre 2000 et 2004,
sachant que lesindices |, et |, qui ont des dates de base différentes ont les valeurs suivantes :

Dates 2000 2004
Quantités d’orge consommeées en Kg 2 345 965,00 2607 070,90
Indicel, ayant 1998 comme base 124,87 138,77
Quantités de blé consomméesen Kg 1634 961,00 1729 461,75
Indice |, ayant 1997 comme base 132,65 140,32

Afin defaire une telle comparaison, il est nécessaire de changer, pour les 2 indices, les dates
de base de référence et de prendre comme nouvelle base, 2000. Le tableau précédent devient
danscecas:

| Dates \ 2000 \ 2004 |
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Quantités d’orge consommeées en Kg 2 345 965,00 2607 070,90
Indice |, ayant 2000 comme base 100 111,13
Quantités de blé consommées en Kg 1634 961,00 1729 461,75
Indice |, ayant 2000 comme base 100 105,78

Pour calculer la valeur des indices, en 2004 avec 2000 comme date de référence, on utilise
la propriété de circularité des indices, a savoir :

[ — I 2004/1998 at [ _ I 2004/1997
02004/2000 — b2004/2000 —

I 2000/1998 I 2000/1997
On voit, sur ce nouveau tableau, que le premier indice a augmenté plus que le deuxiéme ;
c'est-a-dire qu’entre 2000 et 2004, la quantité consommée d’orge a augmenté, en pourcentage,
plus que celle du blé.

6.1.2.5.4. Détermination de I’indice simple moyen.

La détermination d’un indice simple moyen est nécessaire lorsque des données relatives a
certaines périodes sont manquantes.

Exemple 6 : En effet prenons I’exemple 2 relatif aux indices du prix du fuel domestique.

Dates 1999 2001 2003 2005
Prix (DH/t) 4926,84 5237,77 5876,34 6735,98
Indicesdesprix

avec 1999 base 100 106,31 119,27 136,72

Dans cet exemple, les indices de prix relatifs aux années 2000, 2002 et 2004 manquent ; la
question qui se pose est la suivante : Comment déterminer les indices de prix des années 2000,
2002 et 2004 ?

Pour ce faire, nous devons faire une hypothése vraisemblable ; elle consiste a supposer
qu’entre 1999 et 2001, le prix du fuel domestique a augmenté régulierement, c’est-a-dire qu’il a
subi le méme taux d’augmentation entre 2000 et 2001 qu’entre 1999 et 2000.

Soit t ce taux moyen d’augmentation annuel du prix du fuel domestique entre 2000 et 2001
puis entre 1999 et 2000.

On a, si I’on se rappelle qu’un indice de prix est justement e taux de variation du prix entre
deux périodes et qu’il est donné en pourcentage :

200111999 = | 200172000 X 120002909 = 12
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On a suppose que | 200172000 = 1200011999 = t
106,31% = 1,0631 = t2=>t = 1,03107 = 103,11%

Le taux de variation du prix du fuel, entre 1999 et 2000 qui est supposé éga au taux de
variation du prix entre 2000 et 2001 est égal a 103,11%.

6.2. LESINDICES SYNTHETIQUES.

Nous n’avons considéré, dans le paragraphe précédent, pour étudier les indices simples, que
le cas simple et particulier de grandeurs simples, comme prix, quantités, etc. Or habituellement,
dans la vie courante des affaires, on est amené a considérer, en méme temps, plusieurs
grandeurs et a essayer de discuter de la variation de I’ensemble de ces grandeurs.

Considérons aors n grandeurs simples notées G; (avec i = 1,...., n) et posons Gjq (toujours
avec i = 1,...., n) les valeurs des grandeurs simples pour les différentes grandeurs i relevées a la
date 0 et G;; les valeurs des mémes grandeurs simples i relevés a la date t. Pour étudier
I’évolution de I’ensemble des grandeurs G;, nous avons besoin de définir des indices globaux
ou synthétiques.

Ces grandeurs peuvent étre des prix P;, des quantités Q;, des valeurs globales QP, etc. Elles
ont donc toutes laméme dimension (Kg, m, m®, |, DH, etc.).

On peut définir plusieurs types d’indices moyens synthétiques relatifs a I’ensemble des
grandeursi observées aux datesO et t :

- un indice des moyennes;;
- un indice moyenne des indices

6.2.1. Indice synthétique des moyennes.
6.2.1.1. Définition.

L’expression de I’indice des moyennes est donnée, par définition, par la formule suivante :

g

a Glt 61

1= a G;
[ - n — =1
t/0 on (9

a GiO a GiO

i=1 i=1
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Par un tel indice des moyennes des grandeurs entre I’instant t et la date de référence, on

estime donner une image de I’évolution de I’ensemble des grandeurs G;.

6.2.1.2. Propriétés de I’indice des moyennes.

L’indice synthétique simple des moyennes possede la propriété :

- deréversibilité;
- decircularité.

Nous pouvons montrer cela dans les exemples 7 et 8 suivants.

Exemple 7 : Propriété de réversibilité de I‘indice des moyennes : Reprenons I’exemple 5
relatif aux quantités consommées d’orge et de blé entre 1998 et 2004 et posons-nous la
guestion suivante : Comment évaluer I’évolution des quantités consommeées de céréales entre

1998 et 2004 ?

Rappelons le tableau qui nous a servi pour les calculs de I’exemple 5.

Dates 2000 2004
Quantités d’orge consommeées en Kg 2 345 965,00 2607 070,90
Indice |, ayant 2000 comme base 100 111,13
Quantités de blé consommées en Kg 1634 961,00 1729 461,75
Indice |, ayant 2000 comme base 100 105,78
Calculons, pour ce cas, I’indice des moyennes.

Dates 2000 2004
Quantités d’orge consommées en Kg 2 345 965,00 2 607 070,90
Quantités de blé consomméesen Kg 1634 961,00 1729 461,75
Sommes des quantités 3980 926,00 4 336 532,65

I2004/2000
(moyenne des quantités)

100 x 4 336 532,65 / 3980 926,00 = 108,93

I2000/2004
(moyenne des quantités)

100 x 3 980 926,00/ 4 336 532,65 = 91,80

On abien (1/1,0893) = 0,9180

On peut montrer, d’une fagon générale, que I’indice synthétique simple des moyennes est
réversible, en effet, cet indice se calcule comme suit :
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J
a Gizooo
_ i=1 _ 1
12000/ 2004 = — a
é G 2004/ 2000
i 2004

1l
[y

Exemple 8: Propriété de circularité de I‘indice des moyennes: Reprenons donc
I’exemple 5 relatif aux quantités consommées d’orge et de blé, pour 2000, 2004 et 2006 et
calculons les différents indices synthétiques simples.

Rappelons le tableau qui nous a servi pour les calculs de I’exemple 7.

Indice des moyennes:

Dates 2000 2004 2006
eQnuirg'tes d’orge consommees |, 345 965,00 260707090 | 287655412
eQnuErgltee debléconsommées | 4 g4 961 00 172946175 | 234788523
Sommes des quantités 3980 926,00 4 336 532,65 5224 439,35
| 2006/ 2000 5224 439,35/ 3 980 926,00
(moyenne des quantités) =131,24
| 2006 / 2004 L 5224 439,35/ 4 336 532,65
(moyenne des quantités) =120,48
| 4 336 532,65 /
2004/ 2000 o 3980 926,00 ---
(moyenne des quantités) - 108.93
Onvoit bien que 2 100672004 X 1200472000 = 1,2048 x 1,0893
=131,24
Et que . |2006/ 2000 = 131,24

Cequi fait : 12006/2000 = l200672004 X I20047 2000
L’indice synthétique simple des moyennes des grandeurs possede la propriété de circularité.

On peut montrer, d’une fagcon générale, que I’indice synthétique simple des moyennes
possede la propriété de circularité, en effet, cet indice se calcule comme suiit :
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n n n
o) o) o)
A Giow aAGiow A Gixom
R _i=1 . =1
12006/ 2000 = = - n
o) o) )
AGixo aAGiou A Gixm
i=1 i=1 i=1

= 2006/ 2004 X 12004/ 2000
6.2.2. Indice synthétique moyenne desindices.
6.2.2.1. Définition.

L’expression de I’indice synthétique moyenne des indices est donnée, par définition, par la
formule suivante :

Iit/O

- Qyo-

1

G _
Gig

Qo

It/O

S|

n

1
LY

Par un tel indice moyenne des indices des grandeurs Gi entre I’instant t et la date de
référence, on estime donner une image de I’évolution de I’ensemble des grandeurs G;.

6.2.2.2. Propriétés de I’indice synthétique moyenne des indices.
L’indice synthétique moyenne des indices ne possede :

- ni lapropriété de réversibilité ;
- ni la propriété de circularité.
Nous pouvons montrer cela dans les exemples suivants.
Exemple 9 : Reprenons I’exemple 5 relatif aux quantités consommeées d’orge et de blé entre
2000 et 2004 et posons-nous la question suivante : Comment évaluer I’évolution des quantités

consommeées de céréales entre 2000 et 2004.

Rappelons le tableau qui nous a servi pour les calculs de I’exemple 5.

Dates 2000 2004
Quantités d’orge consommeées en Kg 2 345 965,00 2 607 070,90
Indice |, ayant 2000 comme base 100 111,13
Quantités de blé consomméesen Kg 1634 961,00 1729 461,75
Indice |, ayant 2000 comme base 100 105,78

Calculons, pour ce cas, I’indice moyenne des indices.
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Dates 2000 2004

Indice |, ayant 2000 comme base 100 111,13

Indice |, ayant 2000 comme base 100 105,78

Sommes desindices 200 216,91
| 2004/ 2000 (Moyenne desindices) 216,91/ 2 = 108,46

Pour le calcul de Iindice synthétique moyenne des indices 1000/ 2004 , NOUS devons, d’abord,
reprendre le tableau ci-dessus et calculer les indices simples avec 2004 comme date de
référence :

Dates 2000 2004

Indice |, ayant 2004 comme base 89,98 100

Indice |, ayant 2004 comme base 94,54 100

Sommes desindices 184,52 200
| 2000/ 2004 (Moyenne desindices) 184,52 /2 =92,26

L’indice synthétique moyenne des indices n’est donc pas réversible.

On peut aussi montrer, d’une facon générale, que I’indice synthétique moyenne des indices
n’est pas réversible, en effet, cet indice se calcule comme suit :
n n

3 | 3 |
a liuo a lion
i=1 i=1
| == et | =
t/0 0/t
n n
Ces deux expressions sont tres différentes puisque si I’on a bien
1

I =— 2né 2 | 1 2 I
o 7 ona engenerd, g /o alion
i0/t i=1 i=1
Pour montrer que I’indice synthétique moyenne des indices ne posséde pas la propriété de
circularité, nous conservons I’exemple précédent en y ajoutant les données de I’année 2006.

Exemple 10 : Reprenons donc I’exemple 5 relatif aux quantités consommées d’orge et de
blé, pour 2000, 2004 et 2006 et calculons les différents indices synthétiques simples.

Rappelons le tableau qui nous a servi pour les calculs de I’exemple 7.

Dates 2000 2004 2006

Ib:g:a cel, ayant 2000 comme 100 111,13 122,62
Ibr;c;ce I, ayant 2000 comme 100 105,78 143,60
Sommes desindices 200 216,91 266,22
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I 2006/ 2000 (122,62 + 143,60) / 2
(moyenne desindices) =13311

| 2006/ 2004 (110,34 + 135,75) / 2
(moyenne desindices) o = 123,05 (1)

I 2004 / 2000 (111,23 +105,78) / 2
(moyenne desindices) = 108,46 o

Pour le calcul de g6/ 2004 indice moyenne des indices, pour I’année 2006, avec comme date
de référence 2004, nous devons changer de dates de base des indices du tableau, et prendre
I’année 2004 comme date de référence :

Dates 2000 2004 2006
Indice |, ayant 2004 comme 89,98 100 110,34
base
Indice |, ayant 2004 comme 94,54 100 135,75
base
I 2006 / 2004 L (110,34 + 135,75) / 2

(moyenne desindices) =123,05

Onvoit bien que 2 1006/ 2004 X 1200472000 = 1,2305 x 1,0846

=1,3346
Et que . |2006/ 2000 = 1,3311

Cequi fait: 1006/2000 1 l2006/2008 X l2004/ 2000
L’indice synthétique moyenne des indices ne possede donc pas la propriété de circularité.

Mais de tels indices, quoique synthétiques, restent simples. On leur préfere d’autres indices
plus explicites. Ce sont les indices synthétiques pondérés.

6.3. LESINDICESSYNTHETIQUES PONDERES.

Si les grandeurs simples G; sont de méme nature (méme unité) mais n'ont pas la méme
importance, on associe a chaque grandeur G; un poids différent. Si I’on note a; le coefficient de
pondération affecté a la grandeur G;, la formule retenue pour le calcul de I'indice synthétique

devient :

6.3.1. Indice synthétique pondér é des moyennes.
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6.3.2. Indice synthétique pondér é des moyennes des indices.

y G,
aa (")
_in Gy
lt/O_n—
aa,

i=1

Nous verrons, dans la suite du cours, que le probléme le plus important qui se pose au
statisticien est justement |a pertinence du choix des coefficients de pondérationa,; .

6.4. LESPRINCIPAUX INDICES SYNTHETIQUES.

Les indices synthétiques les plus couramment utilisés sont lesindices de LASPEY RES et de
PAASCHE.

6.4.1. Indice de LASPEYRES.
L’indice de LASPEYRES adopte des coefficients de pondération de |a période de base, soit
aio, il est égal ala moyenne arithmétique des indices élémentaires, pondérés par les coefficients

de la période de référence. Saformule est donc :

Pour I’indice de LASPEYRES, moyenne pondérée des grandeurs :

alaiOGlt
—_ =
alaiOGiO
=
Pour I’indice de LASPEYRES, moyenne pondérée des indices :
g G,
aa ("
_i= i0
Lt/o _g—l
dai

i=1
REMARQUE.
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Le choix des coefficients de pondération, pour les indices LASPEY RES, ceux relatifs ala
période O, fait que les indices de LASPEY RES ne sont représentatifs de la réalité que dans la
mesure ou les valeurs des coefficients de pondération restent stables, avec le temps, ou varient
dans les mémes proportions ou varient trés peu. Cela nous permet de comparer des indices a
des datest; et t, différentes, bien que les indices de LASPEY RES ne possédent pas la propriété
decircularité.

Dans le cas ou les coefficients de pondération varient significativement beaucoup, on est en
droit de parler de durée de vie d’un indice, c'est-a-dire le temps au bout duquel les coefficients
de pondération ont tellement varié au point que la situation, a I’instant t, soit tres différente par
rapport a I’instant zéro.

On effectue, a ce moment 13, pour les indices de LASPEY RES, un changement de date de
référence pour prendre comme nouvelle base, la date a laquelle les coefficients de pondération
ont beaucoup varié, c’est-a-dire, a I’expiration de la durée de vie de I’indice.

Mais se pose alors la question de circularité des indices de LASPEYRES pour pouvoir
relier les indices ayant différentes dates de référence. Et, traditionnellement, bien que I’on
sache pertinemment que les indices LASPEY RE ne possédent pas la propriété de circularité,
nous faisons comme s’ils la possédaient parce que nous ne pouvons pas faire autrement.

6.4.2. Indice de PAASCHE.

L’indice de PAASCHE adopte des coefficients de pondération de la période courante, soit
aj, il est égal ala moyenne harmonique des indices €lémentaires, pondérés par les coefficients
de la période courante. Saformule est donc :

Pour I’indice de PAASCHE, moyenne pondérée des grandeurs :

— i=1
Pro=w"6—

g GiO
gan(G. )

it

Remarque.
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Le choix des coefficients de pondération, pour les indices PAASCHE, ceux relatifs a la
période t, fait que les indices de PAASCHE ne sont représentatifs de la réalité que dans la
mesure ou les valeurs des coefficients de pondération de I’instant t soient les mémes que ceux
des périodes antérieures.

Dans le cas contraire, on est en droit de parler de durée de vie d’un indice, c'est-a-dire le
temps en deca duquel les coefficients de pondération sont tellement différents par rapport a
ceux de la période t que la situation a ce moment 1a ne soit pas traduite assez fidélement par des
coefficients de la périodert.

On pourrait alors effectuer, a ce moment |13, pour les indices de PAASCHE, un changement
de date de référence pour prendre comme nouvelle base, la date a laquelle les coefficients de
pondération sont trés différents par rapport a ceux de la périodet.

Mais se pose aors la question de circularité des indices de PAASCHE pour pouvoir relier
les indices ayant différentes dates de référence. Et, traditionnellement, bien que I’on sache
pertinemment que les indices PAASCHE ne possedent pas la propriété de circularité, nous
faisons comme s’ils la possédaient parce que nous ne pouvons pas faire autrement.

6.4.3. Relation entreindice de LASPEYRES et indice de PAASCHE.

Lesindices de LASPEY RES et de PAASCHE ne satisfont ni la condition de réversihilité, ni
celle de circularité, ils ont la propriété de s’échanger I’un contre I’autre lorsqu’on permute la
date de référence et la date courante. En effet :

G,

n
aa,(=°
E t(Git)_ 1
LO/t - D - P
a alt t/0
i=1
I\
aa,
hol 1
I:)Olt = n = G. = L
é ai it t/0
i=1 O(Gio)

6.4.4. Indice de FISCHER.

L’indice de FISCHER est la moyenne géométrique des deux indices de PAASCHE et de
LASPEYRES, soit :

F

0 =y Lwo Puo
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> , 1. 1
Fore =a/Lonn Fore = L =
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1 1

Fore = > =
\/Lt/o Po Fio

L’indice de FISCHER possede, de ce fait, la propriété de réversibilité mais il ne possede
pas celle de la circularité puisque ni les indices de LASPEY RES ni ceux de PAASCHE ne la
possedent.

6.5. L’INDICE DES PRIX A LA CONSOMMATION.

Encore appelé indice des prix de détail ou indice du co(t de la vie, I’indice des prix a la
consommation est calculé a partir des prix d’un ensemble d’articles spécifiques représentant les
produits de consommation et les services essentiels (le «panier de la ménagére»). |l est utilisé
pour mesurer les variations, dans le temps, des prix payés pour ces produits et services par un
ménage type et sert de mesure la plus courante a I’inflation.

La composition de I’indice des prix a la consommation est généralement défini a la suite
d’études gouvernementales sur les dépenses de ménages types. Les composantes sont
pondérées en fonction de leur poids respectif dans ces dépenses.

Considérons les dépenses du ménage aux dates O et t. Soient p; le prix du produit i et g; la
quantité achetée.

A ladate O les dépenses du ménage en produit i sont :
dio = Pio Ko

Ladépensetotale aladate 0 est donc :

- Qos

d, =a PieMio

1

A ladatet les dépenses du ménage en produit i sont :
Che = Pit Ot

Ladépensetotaealadatet est donc:
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d, =

 Qos

Pic Qi

1

A ladatet, les prix et les quantités ont varié. On peut calculer pour chaque produit :

Indices élémentaires de prix du produit i :
| = &
pi t/0
i0
Indices éémentaires de quantité du produit i :

I =G
git/o —
Qio
Indices élémentaires de dépenses du produit i :
_ni - Pul _ .
Idit/o _Dt/O - P..q — lqgit/0 Ipit/O
ioHio

On affecte a chague indice élémentaire i un coefficient de pondération qui exprime la part
du produit i dans les dépenses totales du ménage, cette part est égale:

Aladate0, a aio:npiOA
[o]
a Piolio
i=1
Aladatet,a a; :npitA
o)
a Pid;;

i=1

La somme des coefficients de pondération étant égaleal :
g g

Car : aaiO:aan:]_

i=1 i=1

On peut deés lors écrire les indices de LASPEYRES et de PAASCHE des prix et des
quantités.

6.5.1. Indicesde prix.

Indice LASPEYRES deprix:
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i=1
Indice PAASCHE de prix :
_ 1 _ 1
Prro g piO - 61 | |t piO
a. REL
da 9 a; "
" a. Itqlt "
a Pids
Soit: P, =—':l
a p|0q|t
i=1
6.5.2. Indices de quantités.
Indice LASPEYRES de quantités:
th/o :é. aio(glit é. gploqlo ’ (Z_It)
=T AP,
i=1
3
a it Pio
Soit: L, =-3
¢}
a Yoo
i=1

Indice PAASCHE de quantités:
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1 1
Po =3 q ~ s P:.d q
2 i 2 itYie - Y
_aait(q?) _a% (q%))
= ooTtapa,
i=1
3
aqitplt
Soit : Ai/o = I:
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Exemple 11 : Considérons un ménage dont la consommation de 5 produits et/ou services,
au cours des 3 derniéres années, a évolué comme le montre le tableau synthétique suivant :

Période 1 Période 2 Période 3
N° Quantité Prix Quantité Prix Quantité Prix
1 P1 g2 P2 ds Ps

1 2,5 10,45 3.2 10,65 44 11,32
2 5,9 43,87 6,8 43,88 6,7 43,90
3 48 120,78 57 121,76 6,1 135,99
4 1,2 156,98 1,6 166,87 1,7 178,91
5 0,5 548,67 0,7 650,88 0,8 700,76

On demande de calculer, pour le cas de ce ménage, les indices prix et les indices quantités
de LASPEY RES relatifs aux 3 derniéres années.

On demande aussi d’évaluer, pour chaque type d’indice, I’ordre de grandeur de I’erreur
qu’on commet en appliquant injustement la propriété de circularité aux indices de
LASPEYRES.

Il s’agit, en fait, d’un cas trés particulier de calcul de I’indice du co(t de la vie.

a) Calculons les indices de prix de LASPEYRES, pour ce faire, on dresse le tableau de
calculs suivant :

o

N Pi1Gia Pi2Qia Pizdia PiQi2 PizQi2
1 26,13 26,63 28,30 34,08 36,22
2 258,83 258,89 259,01 298,38 298,52
3 579,74 584,45 652,75 694,03 775,14
4 188,38 200,24 214,69 266,99 286,26
5 274,34 325,44 350,38 455,62 490,53
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a 1327,41 1395,65 1505,13 1749,10 1886,68
Lpan 1,0514 .- .- .-

Lpa1 1,1339 .- .-

L Pap 1,0787

Nous pouvons alors calculer I’erreur qu’on commet en appliquant, injustement, la propriété
de circularité a I’indice de prix de LASPEY RES, en effet :

Loz X Loz = 1,0787 x 1,0514 = 1,1341  or

Lp3/2 p2/1 ~ Lp3/1 — 1.1341 - 1.1339

L

L1 = 1,1339

= 0,0002 = 0,02%

L

p3/1

11339

On voit bien que I’erreur est minime puisqu’elle est a peine égale a 0,02%.

b) Calculons maintenant les indices de quantités de LASPEY RES, pour ce faire, on dresse

|e tableau de calculs suivant :

N° gilpil gi2pil qi3pil gi2pi2 gi3pi2
1 26,13 33,44 45,98 34,08 46,86
2 258,83 298,32 293,93 298,384 293,996
3 579,74 688,45 736,76 694,032 742,736
4 188,38 251,17 266,87 266,992 283,679
5 274,34 384,07 438,94 455,616 520,704
a 1327,41 1655,44 1782,47 1749,104 1887,975
Lgon 1,2471 --- --- ---
Ldan 1,3428 --- ---
Ldap 1,0794

Nous pouvons alors calculer I’erreur qu’on commet en appliquant, injustement, la propriété
de circularité a I’indice de quantité de LASPEYRES, en effet :

LogoX Loz = 1,0794x 1,2471=1,3461 or Ly, =1,3428

Lq3/2 ’ I-q2/1 - Lq3/1 _ 1,3461- 1,3428
Lq3/1 113428

On voit bien que I’erreur est minime puisqu’elle est a peine égale a 0,25%.

=0,25%

Exemple 12 : Reprenons les données de I’exemple 11, On demande de calculer, pour le cas
de ce ménage, les indices prix et les indices quantités de PAASCHE relatifs aux 3 derniéres
années.
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On demande aussi d’évaluer, pour chaque type d’indice, I’ordre de grandeur de I’erreur
gu’on commet en appliquant injustement la propriété de circularité aux indices de PAASCHE.

a) Calculons les indices de prix de PAASCHE, pour ce faire, on dresse |e tableau de calculs

suivant :

N° Pi1Qi2 Pi20i2 Pi1Qis PisQis Pi2Qis
1 33,4 34,08 45,98 49,81 46,86
2 298,3 298,38 293,93 294,13 293,996
3 688,4 694,03 736,76 829,54 742,736
4 251,2 266,99 266,87 304,15 283,679
5 384,1 455,62 438,94 560,61 520,704
a 1655,4 1749,10 1782,47 2038,23 1887,98

Pp2s 1,0566 --- ---

Ppa1 1,1435 ---

Ppa» 1,0796

Nous pouvons alors calculer I’erreur qu’on commet en appliquant, injustement, la propriété
de circularité a I’indice de prix de PAASCHE, en effet :

Pz X Poo = 1,0796 x 1,0566 = 1,1407 or

Rz Bon - Ben _ 1,1407 - 1,1435 _

On voit bien que I’erreur est minime puisqu’elle est a peine égale a 0,25%.

Pan

1,1435

Po1 = 1,1435

- 0,0025 = - 0,25%

b) Calculons les indices de quantités de PAASCHE, pour ce faire, on dresse le tableau de
calculs suivant :

N° diaPiz di2Pi2 diPis disPiz di2Pis
1 26,63 34,08 28,30 49,81 36,22
2 258,89 298,38 259,01 294,13 298,52
3 584,45 694,03 652,75 829,54 775,14
4 200,24 266,99 214,69 304,15 286,26
5 325,44 455,62 350,38 560,61 490,53
a 1395,6 1749,10 1505,13 2038,23 1886,68
P21 1,2533 --- --- ---
Pga 1,3542 ---
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| Pgap |

1,0803 |

Nous pouvons alors calculer I’erreur qu’on commet en appliquant, injustement, la propriété
de circularité a I’indice de quantité de PAASCHE, en effet :
Pgan = 1,3542

Pay2X Py = 1,0803 x 1,2503 = 1,3507 or
Paz Poain = Paan _ 13507 - 1,3542
I:>q3/l 1;3542

= - 0,26%

On voit bien que I’erreur est minime puisqu’elle est & peine égale a 0,26%.

Exemple 13 : Reprenons les données de I’exemple 11, On demande de calculer, pour le cas
de ce ménage, les indices prix et les indices quantités de FISCHER relatifs aux 3 dernieres
années.

On demande aussi d’évaluer, pour chaque type d’indice, I’ordre de grandeur de I’erreur
gu’on commet en appliquant injustement la propriété de circularité aux indices de FISCHER.

a) Calculons les indices de prix de FISCHER, pour ce faire, on dresse le tableau de calculs

suivant :

Lo

Po21

Lpan

Po31

L par

Po3p

1,0514

1,0566

1,1339

1,1435

1,0787

1,0796

Foon

Foan

Foa

1,0540

1,1387

1,0791

Nous pouvons alors calculer I’erreur qu’on commet en appliquant, injustement, la propriété

de circularité a I’indice des prix de FISCHER, en effet :

FowzX Foon = 1,0791 X 1,0540 = 1,1374  or

Foa1 = 1,1387

Fp3/2' Fp2/1 = Fp3/l - 1,1374 - 111387 - 010011 = _ 0’11%
Foarn 11387

On voit bien que I’erreur est minime puisqu’elle est a peine égale a 0,11%.

b) Calculons les indices de quantité de FISCHER, pour ce faire, on dresse le tableau de

calculs suivant :

L g2

Pa2i1

Lasn

Py

L g

Py

1,2471

1,2533

1,3428

1,3542

1,0794

1,0803

Foon

Foan

Faaz

1,2502

1,3485

1,0798
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Nous pouvons alors calculer I’erreur qu’on commet en appliquant, injustement, la propriété
de circularité a I’indice des quantités de FISCHER, en effet :

Faai2 X Fon = 1,0798 x 1,2502 = 1,3500 or  Fgzp = 1,3485
Fq3/2 Fq2/l - Fq3/1 - 1,3500 - 1,3485 = 011%
1,3485

I:q3/l
On voit bien que I’erreur est minime puisqu’elle est a peine 0,11%.

On voit bien sur cet exemple que tant pour I’indice prix que pour I’indice quantité de
FISCHER, I’application de la propriété de circularité induit de faibles erreurs.

6.5.3. Indice des valeurs globales.

Les indices synthétiques de prix et de quantités de LASPEY RES et de PAASCHE, peuvent
étre combinés deux a deux pour retrouver I’indice des dépenses totales ou indice des

valeurs globales.

Cet indice des dépenses totales est |e rapport des valeurs globales aux prix et quantités de la
périodet sur les valeurs globales aux prix et quantités de la période O.

Il est égal, par définition a:
Y
a Py
Do :51—
a piOin

i=1

Nous pouvons calculer cet indice en fonction des indices de prix et de quantités de
LASPEY RES et de PAASCHE.

n

[o]
En effet multiplions le numeérateur et le dénominateur de Dyo par @ P;;J;o -
i=1

g g g g
a Pl aPulio aAPuldio APl
D =4 izl — = s =
v g J g g
a piOin a pitin a piOin a pitqio
i=1 i=1 i=1 i=1

Cequi donne: Dyo = Lyyo X Pqyo
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: - ) — d
De méme, on aurait pu multiplier le numérateur et le dénominateur de Dy, par g Pioqit
i=1

d d J d
a bihe g poGe g Gipo A PG

Dyjo=_i=L - iz —i=1 - iz
d d d d
A PoGo @ PoGe g GoPo g Pod
i=1 i=1 i=1 i=1

Cequi donne: Dyo = Lquo X Ppyo

Les deux égalités qu’on vient d’établir entre 3 indices, a savoir, ceux de LASPEYRES, de
PAASCHE et des valeurs globales, permettent de calculer I’un des 3 indices si I’on connait les

deux autres.

L’indice des valeurs globales possede la propriété de circularité :

Dyv X Dyjo = Dyo

Eneffetona:
g g g
a. Pi: Aic a Pic it a Pi: Qi
Dy X Dy = In: 1 ’ I:l = In: L = Duo
a Py aPolo A Pl
i=1 i=1 i=1

Exemple 14 : Reprenons les données de I’exemple 11, On demande de calculer, pour le cas
de ce ménage, I’indice des valeurs globales relatif aux 3 derniéres années.

Calculons les indices de valeurs globales, pour ce faire, on utilisera I’'une des deux formules
qu’on vient d’établir comme indiqué dans le tableau de calculs suivant :

L p21 Pgon L p3i Pas L p3r2 Pya
1,0514 1,2533 1,1339 1,3542 1,0787 1,0803
Doy Dan Dap
1,3177 1,5355 1,1653
D3oxDyq =1,1653x 1,3177=1,5355 or Dy =1,5355

On voit bien que I’indice des valeurs globales possede la propriété de circularité puisque :
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D32XDy1 = D3

Les indices de prix servent aussi a déterminer les indices de révision de prix, dans les
marchés de travaux dont la durée de réalisation s’étale sur plusieurs années. Ces marchés
comportent, la plupart du temps, des formules de révision de prix simples ou complexes.

6.5.4. Formules de révision des prix d’un marché.

Une formule de révision des prix est un indice synthétique qui permet de calculer les prix, a
ladate de réalisation des travaux, a partir des prix ala date de signature du contrat.

Le principe de révision des prix d’un marché vient du fait que le contrat est signé, a une
date O et les travaux sont réalisés, a des dates ultérieures ty, t,, ... t,, il est donc normal de
recalculer les nouveaux prix auxquels doivent étre facturés les travaux.

La formule générale de révision des prix d’un marché est un indice synthétique qui donne le
rapport de prix P,/ P, entre les instants t et 0, elle s’écrit de la fagon suivante :

3 I
P/Po=a,+ Q (-
i=1 Lio

n
Avec a,+ a a;,=1
i=1

Les rapports |;; et l;p donnent I’évolution de I’indice d’un constituant du marché : main
d’ceuvre, matieres premieres, produits finis ou semi finis, etc. Ces indices peuvent étre simples
ou synthétiques. En général, on admet que 10 a 20% du montant du marché ne soit pas
révisable et que le reste le soit au prorata des montants des différents corps d’état dans le
montant total du marché

Exemple 15 : On considére un marché passé, en mars 2004, entre la société SAMTOL et
I’entreprise BATIMAROC pour la construction du local pour stockage de la société SAMTOL.
Le montant de ce marché se décompose comme suit :

Intitulés MontantsHT
- Géniecivil : 2 358 500,00
- Electricité : 452 360,00
- Plomberie : 235 125,00
- Menuiserie : 354 750,00
- Appareillages électriques : 175 855,00
Total : 3576 590,00
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On suppose que 15% du marché ne sont pas révisables et que le reste I’est au prorata des
montants des différents corps d’état que sont le génie civil, I’électricité, la plomberie, la
menuiserie et I’appareillage électrique dont les indices sont respectivement Iy, lgec, lpi, Ime €t 1o

Pour des raisons d’autorisations administratives, les travaux de ce marché n’ont démarré
qu’en mai 2005, ont duré 3 mois et ont été facturés selon I’avancement des travaux comme
suit :

-Juin 2005 : 1249 965,00 DH
- Juillet 2005 : 1 103 769,00 DH
- Aot 2005 : 1222 856,00 DH

On demande de donner la formule de révision de prix de ce marché et de déterminer le
montant total de la révision de prix si I’on suppose que les indices des différents corps d’état
ont évolué, entre mars 2004 et les mois de réalisation, comme I’indique le tableau suivant :

Intitulés/mois Mars 04 Juin 05 Juillet 05 Aot 05
- g Géniecivil 425,32 471,22 475,52 482,61
- lge Electricité 256,54 281,62 293,22 301,05
- |y Plomberie 356,23 392,26 394,66 400,02
- Ime Menuiserie 332,56 382,12 390,21 392,35
- Ay Appar élec 517,31 550,21 562,38 581,54

a) Déterminons la formule de révision des prix du marché conformément a la formule
générale de révision de prix d’un marché, c'est-a-dire une formule de laforme:

R g L
—=a,+ A (-
P i=1 lio

Avec a (=0,15 et lesautres a déterminés comme suit, au prorata des montants :

Intitulés MontantsHT En % de 85%
- Géniecivil 2 358 500,00 56,05
- Electricité 452 360,00 10,75
- Plomberie 235 125,00 5,59
- Menuiserie 354 750,00 8,43
- Appareillages électriques 175 855,00 4,18
Total 3576 590,00 85%

Laformule de révision des prix pour ce marché est donc :
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JU|o

gcO

I
+ 0,0843I

me0

|
t =0,15+ 0,5605—%*" 40,1075

|
™ +0,0418-*

élecO

ap0

Iélect

|
+0,0559- "1

pl0

On trouve bien une formule similaire avec lasomme des & égaleal, en effet :

0,15 + 0,5605 + 0,1075 + 0,0559 + 0, 0843 + 0,0418 = 1

b) Pour calculer le montant total de la révision des prix de ce marché, on doit d’abord
calculer les taux d’évolution des différents indices, selon les mois de réalisation et appliquer

ces taux aux montants de factures :

Facture dejuin 2005

Indices Mars04 J8'5n coeff taux Coeff x taux
Invariant --- --- 0,1500 1,0000 0,1500
- g 425,32 471,22 0,5605 1,1079 0,6215
- e 256,54 281,62 0,1075 1,0978 0,1180
-y 356,23 392,26 0,0559 1,1011 0,0616
- e 332,56 382,12 0, 0843 1,1490 0,0969
- An 517,31 550,21 0,0418 1,0636 0,0445
Total delarévision pour juin 2005 1,0920

Facturedejuillet 2005

Indices Mars 04 Juillet 05 coeff taux Coeff x taux
Invariant --- --- 0,1500 1,0000 0,1500
- g 425,32 475,52 0,5605 1,1180 0,6267
- lgee 256,54 293,22 0,1075 1,1430 0,1229
-y 356,23 394,66 0,0559 1,1079 0,0619
- e 332,56 390,21 0, 0843 1,1734 0,0989
- Ay 517,31 562,38 0,0418 1,0871 0,0454
Total delarévision pour juillet 2005 1,1058

Facture d’ao(it 2005

Indices Mars04 A(()); t coeff taux Coeff x taux
Invariant --- --- 0,1500 1,0000 0,1500

- g 425,32 482,61 0,5605 1,1347 0,6360
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- lae 256,54 301,05 0,1075 1,1735 0,1262
-y 356,23 400,02 0,0559 1,1229 0,0628
- Ime 332,56 392,35 0, 0843 1,1798 0,0995
- Ax 517,31 581,54 0,0418 1,1242 0,0470

Total delarévision pour aolt 2005 1,1215

Ainsi la révision de prix, pour I’ensemble du marché, s’éléve a :

DP=P,+P,+P,- P,
or P1=1249 965,00 x 1,0920 = 1 364 961,78 DH
P2 =1103 769,00 x 1,1058 = 1 220 547,76 DH
P3=1222 856,00 x 1,1215 =1 371 433,00 DH
Total =3956 942,54 DH

Cequi donne: DP =3956942,54 - 3576590,00 = 380352,54 DH

Soit + 10,63 % du montant total du marché.

On voit I3, I’intérét de prévoir des formules de révision de prix pour des marchés qui ne
sont pas réalisés dans des délais assez courts, en effet du fait que les délais sont, parfois longs,
les prix des différents produits et services augmentent et il n’est pas raisonnable d’exiger de
I’entrepreneur de réaliser des travaux ou de fournir des produits a des prix qui n’ont plus
aucune réalité.

Dans notre exemple, I’entrepreneur peut facturer des révisions de prix d’un montant total de
380352,54DH qui doit représenter les augmentations de prix qu’il a subies,

6.6. INDICESBOURSIERS.

Un indice boursier est un indice synthétique, il est calculé quotidiennement et correspond a
la moyenne pondérée du cours des valeurs boursiéres sélectionnées de maniere a refléter la
tendance générale des cours des valeurs immobilieres ala Bourse.

Les principaux indices boursiers dans le monde sont :
- alaBourse de New York (Wall Street), le Dow Jones ;
- aLondres (Stock Exchange), le Footsie;;
- aTokyo (Kabuto cho), le Nikkei ;
- aFrancfort, le Dax ;
- aParis, e C.A.C. 40;
- etc.

232



Statistique descriptive 6. I ndices statistiques

En toute rigueur, un indice synthétique de la bourse doit étre un indice de valeurs globales,
sous laforme:

3 I
-8 - it
It/o =a Nit |
i=1 i0
Avec :
- 1,,o indice boursier a t par rapport a I’instant 0 ;

- N;; nombre d’action i existant en bourse ;
- Iy indice actuel de I’action i ;
- ljp indice de départ de I’action i.

Cependant et traditionnellement, dans le calcul des indices boursiers, on se contente de ne
considérer que les valeurs mobiliéres les plus significatives, c'est-a-dire celle relatives aux
entreprises les plus importantes en capitalisation mobiliéres (c’est-a-dire les plus fortes

n
sommes: @ N, P, : Nombre d’action i multiplié par le prix de cette action & I’instant t).
i=1

Ceci explique, par exemple, la dénomination explicite de CAC40 de I’indice boursier de la
place de Paris, pour lequel on retient les 40 entreprises les plus importantes. Ce panel de 40
entreprises peut évidemment changer, selon les périodes.

Dans le cas particulier de la bourse des valeurs de Casablanca, on fait appel a deux types
d’indices boursiers, le MASI et le MADEX.

Le MASI est un indice boursier synthétique global qui traduit I’évolution de I’ensemble des
valeurs cotées, a la bourse de Casablanca, par contre, le MADEX est un indice boursier
synthétique partiel qui, par la traduction de I’évolution de quelques valeurs importantes (20)
ambitionne de traduire assez fidélement I’évolution de I’ensemble de la place de Casablanca.
Le choix d’un indice boursier synthétique partiel est intéressant dans la mesure ou il résume
assez fidélement I’évolution boursiere de la place qu’il représente et que son calcul est assez
rapide et facile.

6.7. EXERCICES D’APPLICATION.
6.7.1. Exercice.

Les prix ainsi que les quantités consommées des produits A et B sont donnés dans le tableau
suivant, selon les années:

. , 2000 2002 2004 2006
Produits/Années t=0 t=2 t=4 (=6
A \ Prix 132,00 125,00 121,00 130,00
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Quantités 25 30 31 35
B Prix 112,00 121,00 126,00 137,00
Quantités 26 33 34 36

a) Calculer les indices élémentaires de prix des biens A et B avec I’année 2000 comme date

de base.

b) Calculer lesindices de prix de LASPEY RES suivants : Lp.y €t Lpao.
¢) Calculer I'indice de PAASCHE suivant : Ppgpo.

Solution :

a) Indices élémentaires de prix des biens A et B avec I’année 2000 comme date de base :

ProduitgAnnées | 2000 (t = 0) 2002 (t = 2) 2004 (t = 4) 2006 (t = 6)
A 100 94,70 91,67 98,48
B 100 108,04 112,5 122,32
b) Indices de prix de LASPEY RES : L,y €t Lpapo.
Produits PicTio Pi2Qio PiaQio
A 3300 3125 3025
B 2912 3146 3276
a 6212 6271 6301
Lpaso 100,95
L papo 101,43
¢) Indice de PAASCHE : Ppgp.
Produits Pisdi6 PicQis
A 4550 4620
B 4932 4032
a 9482 8652
PPao 109,59

6.7.2. Exercice.

On donne les relevés des prix et des quantités consommés pour deux groupes de produits,
alimentation et habillement, a deux périodes différentes : 2002 et 2006.

Périodes 2002 2006
Groupe de produits Prix Quantités Prix Quantités
Alimentation 21,00 29 22,00 27
Habillement 18,00 19 25,00 21
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En prenant I’année 2002 comme date de référence :

a) Déterminer lesindices élémentaires de prix pour chacun des groupes.
b) Déterminer les indices élémentaires de quantités pour chacun des groupes de produits.

c) A partir des indices calculés aux deux questions précédentes, déterminer I'indice des prix

LASPEYRES et I'indice des quantités PAASCHE de I’année 2006.

Solution :

a) Indices élémentaires de prix pour chacun des groupes :

Groupe de produits

I 2006/2002

Alimentation

104,76

Habillement

138,89

b) Indices élémentaires de quantités pour chacun des groupes de produits.

Groupe de produits

I 2006/2002

Alimentation

93,10

Habillement

110,53

¢) - Indice des prix LASPEYRES de I’année 2006 a partir des indices calculés aux deux

guestions précédentes.

Groupe de produits Pi20020i2002 | 200612002 Pi20020i2002 X | 200672002
Alimentation 609 104,76 63798,84
Habillement 342 138,89 47500,38
a 951 - 111299,22
L P2oosiz002 117,03

- Indice des quantités PAASCHE de I’année 2006 a partir des indices calculés aux deux

guestions précédentes.

Groupe de produits Pi20060i2006 I 200672002 Pi20060i2006 / | 200612002
Alimentation 594 93,10 6,3802
Habillement 525 110,53 4,7498
a 1119 - 11,1300
P 200612002 100,54
6.7.3. Exercice.
On donne les prix et les consommations suivantes pour 4 produits A, B, C et D.
Produits A B C D
Prix en 2002 35,00 15,00 93,00 278,00
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Prix en 2004 40,00 18,00 110,00 301,00

Consommation en 2002 93 110 30 171

Calculer unindice de prix global base 100 en 2002. Justifier votre choix et interpréter votre
résultat.

Solution :

On calcule I’indice de prix LASPEYRES puisqu’on ne dispose que de la consommation de
I’année de base.

Produits Pi20020i2002 Pi2004Qi2002
A 3255 3720
B 1650 1980
C 2790 3300
D 47538 51471
a 55233 60471
L P2004r2002 109,48

6.7.4. Exercice.

On donne les relevés des prix et des quantités consommés pour deux groupes de produits,
logement et transport, a deux périodes différentes : 2002 et 2006.

Périodes 2002 2006
Groupe de produits Prix Quantités Prix Quantités
L ogement 25,00 125 26,0 125
Transport 7,25 56 7,85 60

En prenant I’année 2002 comme date de référence :
a) Déterminer lesindices élémentaires de prix pour chacun des groupes.
b) Déterminer les indices élémentaires de quantités pour chacun des groupes de produits

¢) En supposant que ces indices évoluent régulierement, déterminer les mémes indices pour
les années 2003, 2004 et 2005.

Solution :
a) Indices élémentaires de prix pour chacun des groupes.
Groupe de produits I 200612002
L ogement 104
Transport 108,28

b) Indices élémentaires de quantités pour chacun des groupes de produits.
\ Groupe de produits \ I 2006/2002 ]
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L ogement 100
Transport 107,14
¢) Indices pour les années 2003, 2004 et 2005.
Indice des prix de logement annuel moyen = 100,99
Indice des prix de transport annuel moyen = 102,01
Indice des quantités de logement annuel moyen = 100
Indice des quantités de transport annuel moyen = 101,74
Groupede 200 2003 2004 2005 2006
produits 2
Indice des 100 100,9 101,9 102,9 104
prix L ogement 9 8 9
100 102,0 104,0 106,1 108,2
Transport 1 6 5 38
Indice des L ogement 100 100 100 100 100
quantites 100 |  101,7| 1035| 1053 | 1071
Transport 4 1 1 4
6.7.5. Exercice.

Considérons un portefeuille de valeurs mobiliéres, composée de 2 actions X et Y dont les cours

sont donnés dans |e tableau suivant :

Coursdesactions 31/12/2001 31/12/2005
X 625 700
Y 1000 1800
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a) Calculer les indices simples pour I’année 2005 avec comme date de base 2001.

b) Calculer les indices synthétiques pour I’année 2005 avec comme date de base 2001.

¢) Interpréter les résultats des questions @) et b)

d) En supposant que le 1% indice évolue réguliérement, déterminer le méme indice pour les
années 2002, 2003 et 2004.

Solution :
a) Indices simples pour I’année 2005 avec comme date de base 2001.
Coursdesactions I 200572001
X 112
Y 180

b) Indices synthétiques pour I’année 2005 avec comme date de base 2001.

- Moyenne desindices : | ;0052001 = L‘;]BO =146
- Indice des moyennes : | x05/2001 = % =153,85

¢) Interprétation des résultats des questions a) et b)

Entre le 31/12/2001 et le 31/12/2005, le cours de I’action X a augmenté de 12 %

Entre le 31/12/2001 et le 31/12/2005, le cours de I’action Y a augmenté de 80 %

Entre le 31/12/2001 et le 31/12/2005, les cours des action X et Y ont connu une
augmentation moyenne de 46 %

Entre le 31/12/2001 et le 31/12/2005, le cours moyen des actions X et Y a augmenté de
53,85 %

d) Indices simples pour les années 2002, 2003 et 2004.
Indice annuel moyen de I’action X = 102,87
Indice annuel moyen de I’action Y = 115,83

6.7.6. Exercice.

On aenregistré, a différentes périodes, les prix et les quantités de 2 produits A et B.

Périodes 2001 2003 2005
Produits Prix Quantités Prix Quantités Prix Quantités
A 11 35 12 41 15 42
B 18 10 21 12 24 ?

a) Quelle quantité de B a été enregistrée en 2005 sachant que l'indice de PAASCHE des
quantités de 2005 par rapport a 2001 était égal a 126,27 % ?

b) Donner les indices de prix des 2 produits pour les années 2003 et 2005 en prenant 2001
comme date de référence.

238



Statistique descriptive 6. I ndices statistiques

¢) Calculer les indices de prix de LASPEYRES et de PAASCHE, a partir des indices
simples de laquestion b).

Solution :
a) Quantité de B enregistrée en 2005 sachant que I'indice de PAASCHE des quantités de

2005 par rapport a 2001 était égal a126,27 % ?

d
_ia:.lq|2005p|2005 47 15+q 24
- 3515+10 24
A Jizo01i2005

i=1

=1,2627 soit: =14

Ry2005/2001

b) Indices de prix des 2 produits pour les années 2003 et 2005 en prenant 2001 comme date
de référence.

Produits/Années 2001 2003 2005
A 100 109,09 136,36
B 100 116,67 133,33

¢) Indices de prix de LASPEYRES et de PAASCHE, a partir des indices simples de la
question b).

- Indices de prix LASPEY RES.
Produits | pizo01Qizo01 | 200312001 | Pizoo1i2001 X 1 200312001 | 1200512001 | Pizoo18izo01 X | 200812001
A 385 109,09 41999,65 136,36 52498,60
B 180 116,67 21000,60 133,33 23999,40
a 565 - 63000,25 - 76498,00
L Pooosrz001 111,50
L P2005/2001 135,39
- Indices de prix PAASCHE.
Produits | pizoosdizoos | | 20032001 | PizooaGliz003 / | 200872001 Pizo0sClizo05 | | 2005/2001 | Pi20050i2005/ | 200572001
A 492 109,09 451 630 136,36 4,62
B 252 116,67 2,16 336 133,33 2,52
& 744 - 6,67 966 - 7,14
PP20o0zi2001 111,54
PP2oos/2001 135,29

6.7.7. Exercice.
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On considére une place boursiére avec 10 entreprises cotées. On se propose de définir et de

calculer, pour le jour j, un certain nombre d’indices boursiers relatifs a cette place.

a) Déterminer la valeur de I'indice global de cette bourse qui tient compte de toutes les
actions cotées.
b) Déterminer la valeur de I’indice partiel de cette bourse relatif aux 4 plus fortes

capitalisati

ons.

¢) Déterminer la valeur de I’indice partiel de cette bourse relatif aux 4 plus fortes valeurs
liquides en valeur.
Le tableau récapitul atif des cotations du jour j est donné ci-dessous :

Noms Nombre Valeur Valeur Mt Total Mt
actions V(i) Vi) Nbre capitalisation DH
Alma 250 52,23 53,11 21 13277,50 111531
Blal 200 31,00 31,25 62 6250,00 1937,50
Cali 125 52,00 55,25 38 6906,25 2099,50
Dile 230 36,12 37,86 150 8707,80 5679,00
Elma 410 19,85 19,85 10 8138,50 198,50
Faty 210 21,13 19,22 51 4036,20 980,22
Grés 230 28,36 25,41 21 5844,30 533,61
Hély 245 46,32 46,32 23 11348,40 1065,36
Ikam 185 71,11 70,08 0 12964,80 0,00
Joly 245 39,46 45,96 150 11260,20 6894,00
Total 2330 88733,95 20503,00
Solution :
a) Valeur de I’indice global de cette bourse qui tient compte de toutes les actions cotées.
2349,49
lijii1 = —AAaan— X 100 =101 %
1T 2330 ’
b) Valeur de I’indice partiel de cette bourse relatif aux 4 plus fortes capitalisations.
966,89
1= ~925 x 100 =105 %
¢) Valeur de I’indice partiel de cette bourse relatif aux 4 plus fortes valeurs liquides en
valeur.
lj1 = 814,34 x 100 =101 %

805

6.7.8. Exercice.
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L e tableau suivant donne quel ques produits importés par le Maroc a partir de la France en 2002

et 2006.
. Quantités en 1000 tonnes Prix en 1.000.000 DH
Produits
2002 2006 2002 2006
Acier 256 352 23 41
Aluminium 25 36 126 195
Cuivre 75 70 201 168

a) Calculer I'indice de quantité selon la pondération de LASPEY RES, base 100 a I'année
2002.

b) Calculer I'indice de prix selon la pondération de PAASCHE, base 100 a |'année 2002.

¢) Calculer I'indice de Fisher.

d) Calculer ces mémes indices pour I’année 2004 en supposant que les indices simples de
prix et de quantités des différents produits évoluent réguliérement entre 2002 et 2006.

e) Calculer ces mémes indices pour I’année 2004 en supposant qu’ils évoluent
réguliérement entre 2002 et 2006.

Solution :
a) Indice de quantité selon la pondération de LASPEY RES, base 100 al'année 2002.
L 0200672002 = 110,74

b) Calculer I'indice de prix selon la pondération de PAASCHE, base 100 al'année 2002.
PPaoosi2002 = 124,38

¢) Indice de Fisher. : Fpogosi2002 = 120,12 et FQao06/2002 = 114,67

d) Calcul des mémes indices pour I’année 2004 en supposant que les indices simples de prix
et de quantités des différents produits évoluent réguliérement entre 2002 et 2006.

Indices simples de prix et de quantités pour chacun des produits.

Produits I P200s12002 [ 9200612002
Acier 178,26 137,5
Aluminium 154,76 144
Cuivre 83,58 93,33

Produits | P2004/2002 | 9200472002
Acier 133,51 117,26
Aluminium 124,40 120
Cuivre 91,42 96,61

L Cooarzooe = 104,31 ; PPaooarzooe = 108,37 ; LPaooarzo0e = 106,42 €t POaooaz002 = 106,22
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Fp2oosr2002 = 107,39 et FOzao6/2002 = 105,26

e) Calcul des mémes indices pour I’année 2004 en supposant qu’ils évoluent réguliérement
entre 2002 et 2006.

Indices 2006/2002 I ndice annuel moyen 2004/2002

Lp 116 103,78 107,7

Pp 124,38 105,61 111,53
Lq 110,74 102,58 105,23
Pq 118,74 104,39 108,97
Fp 120,12 104,69 109,60
Fg 114,67 103,48 107,08

6.7.9. Exercice.

Un marché passé, en mars 2002 n’a été exécuté qu’en octobre 2002. Calculer la révision de
prix afaire si laformule de révision est donnée par :
P =P, (0,20 + 0,15Al/Alq + 0,30ACu/Cu, + 0,35Fe/Fey)

Lesindices Fe/Fey , Ali/Alg et Cu/Cugsont ceux du fer, de I’aluminium et du cuivre,
principales fournitures du marché qui ont évolué de mars a octobre, respectivement de 5%, de
7% et de 4%.

Solution : Poct 2002/ Prars 2002 = 104 %
6.7.10. Exercice.

L’administration a signé un marché avec I’entreprise SOTAG pour la réalisation d’un projet sur
plusieurs mois. MATAG facture ses travaux tous les deux mois.

Calculer les révisons de prix dues pour toutes les factures que SOTAG soumet au
paiement, sachant que :

Date de signature du marché : Mars 2001.

Début des travaux : Septembre 2001.

Fin des travaux : Mars 2002.

Base de référence des indices : Janvier 2000

Formule de révision des prix : P, = Py(0,25 + 0,255/, + 0,30GO/GO, + 0,20CS/CSy)

L’évolution des indices est donnée par le tableau suivant:

Mois/ Année S GO; CS
M ars 2001 124 345 225
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Septembre 2001 125 345 233
Novembr e 2001 125 355 245
Janvier 2002 126 365 256
M ar s 2002 130 370 261

Avec S :indice des salaires

GO, : indice des gros oeuvres
CS: indice des corps d’état secondaires

Les factures établies par MATAG ont été comme suit :

F1 = 234 345,98 DH afin septembre 2001
F2 = 543 768,56 DH a fin novembre 2001
F3 =354 621,34 DH afin janvier 2002

F4 = 147 869,24 DH afin mars 2002

Solution :

Formule de révision des prix : P, = Py(0,25 + 0,255/, + 0,30G0O/GO, + 0,20CS/CE,)

Pour calculer le montant total de la révision des prix de ce marché, on doit d’abord calculer
les taux d’évolution des différents indices, selon les mois de réalisation et appliquer ces taux

aux montants de factures :

Facture defin septembre 2001

Indices Mars01 | Septembre01 coeff taux Coeff x taux
Invariant --- --- 0,25 1,0000 0,2500
- s 124 125 0,25 1,0081 0,2520
- leo 345 345 0,30 1 0,30
- les 225 233 0,20 1,0356 0,2071
Total delarévision pour fin septembre 2001 1,0091
Facture de fin novembre 2001
Indices Mars01 | Novembre01 coeff taux Coeff x taux
Invariant --- --- 0,25 1,0000 0,2500
- s 124 125 0,25 1,0081 0,2520
- leo 345 355 0,30 1,0290 0,3087
- les 225 245 0,20 1,0889 0,2178
Total delarévision pour fin novembre 2001 1,0285
Facturedefin janvier 2002
Indices Mars01 | janvier 2002 coeff taux Coeff x taux
Invariant --- --- 0,25 1,0000 0,2500
- s 124 126 0,25 1,0161 0,2540
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- lso 345 365 0,30 1,0580 0,3174

- les 225 256 0,20 1,1378 0,2276

Total delarévision pour fin janvier 2002 1,0490

Facture defin fin mars 2002

Indices Mars01 mars 2002 coeff taux Coeff x taux

Invariant --- --- 0,25 1,0000 0,2500

- g 124 130 0,25 1,0484 0,2621

- lso 345 370 0,30 1,0725 0,3217

- les 225 261 0,20 1,1600 0,2320

Total delarévision pour fin mars 2002 1,0658

Ainsi la révision de prix, pour I’ensemble du marché, s’éléve a :

DP=P1+P2+P3+P4-P0=1325341,31- 1 280 605,12 = 44 736,19 DH
Soit + 3,5 % du montant total du marché.
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